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Syllabus:

Naziv podrucja (osnovna poveznica):

Ostale poveznice na mjesta obrade:

Uvod

0. Uvod

Osnovni modeli komunikacijskoga kanala

0.3. Komunikacijski kanal

Sadrzaj i mjera informacije

1.2. 1zvor, odrediste, sadrzaj informacije i mjera
informacije

Izvor i odrediSte informacije

1.3. Entropija

Komunikacijski kanal sa Sumom

1.3.1. Informacijska mjera

Tehnike upravljanja pogreSkama (FEC i ARQ)

0.7. Strategije upravljanja pogreSkama

Zastitno kodiranje informacije

1. Temelji zastithoga kodiranja

Ravnomjeran kod, neravnomjeran kod, optimalni
kodovi, predikcijsko kodiranje

2.5.3.5. Optimalno kodiranje i primjena
Hammingova koda

Koder i dekoder signala

1.3.2. Zaklju€ci o entropiji

Pseudo slu€ajni nizovi i njihove osobine,
generatori pseudo slucajnih nizova

4.5.3. Pseudo-slucajni nizovi

Linearni kodovi za kontrolu pogre$aka

2. Linearni kodovi

Konvolucijski kodovi

6. Konvolucijski kodovi

Ciklicki kodovi

4. Cikli¢ki kodovi

BCH kodovi i pridruzZeni algoritmi

5.13.1. BCH kodovi

Turbo kodovi'

7. Turbo kodovi

Metode i postupci za preplitanje signala

7.3.2.1. Sklopovi za preplitanje turbo kodova

Vremensko rasprSenje pogreske u prijenosu

6.7.3. Dekodiranje mekom odlukom

Trellis kodovi

8. Trellis kodovi

Preplitanje u mobilnim komunikacijama (GSM)

7.3. Turbo kodovi

Preplitanje signala u DVB sustavima

7.3.1. Serijski ulan¢ani kodovi

Vremensko kasnjenje zbog obrade

6.6.1. Viterbijev algoritam

! Syllabus nije predvidio temu: "Turbo kodovi"
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8. Laboratorijska viezba 7: Hammingovi kodovi: (7, 4)-2. dio te Meggittov dekoder za Hammingove kodove
R B S 2 24 ) PRSPPI 102
9. Laboratorijska vjezba 8: Rekurzija i stvaranje kodnih rijeci cikli€¢kim pomacima .................ccoeeeeeeeeeeenn. 117
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14. Laboratorijska vjezba 13: Kodiranje i preplitanje primijenjeno u kompakt diskovima digitalnoga audio
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15. Laboratorijska vijezba 14: Kodiranje, dekodiranje i ispravak pogreSaka difuzijskim pragom.................... 172
16. Laboratorijska vjezba 15: Dekodiranje algoritmom dekodiranja nizova............cccceviiiiiiiiiiieceiiiee e, 183
17.  Laboratorijska vijezba 16: Viterbijevo dekodiranje tvrdom odIUKOM ..........cceeiiiiiiiiiiii e 194
18. Laboratorijska vijezba 17: Turbo kod i Viterbijev algoritam dekodiranja mekom odlukom ........................ 206
19. Laboratorijska vjezba 18: Konvolucijski kod brzine 1/2 s 4 stanja kao osnova TCM...........cccccveereennnnn. 218
20. Laboratorijska vjezba 19: FCS — Niz za provjeru dugoga polinoma x"M(x) s G(x) (modulo-2 dioba) ...... 227
21. Laboratorijska vjezba 20: Konvolucija (mnozenje dvaju polinoma) i 2 pojedinacna LFSR....................... 236
22. Laboratorijska vjezba 21: Brzo ispitivanje je li polinom primitivan ...........ccccccoviiiiii 242
23. Laboratorijska vjezba 22: Kodiranje konvolucijskih kodova impulsnim odzivom ..........cccccccvvvvvviiveiininnnnn. 243
Popis primjera
1 Glavni program za prethodni zadatak (ukljucuyje funkcije u nastavkuy............................. 45
2 Pretvorba: OKTAINO = BIIQINIO. ...............ececeeeeeeeeeeeeeeeeeeveveveveresesessvsvsvevevesesesesessssssssavssssesesssens 47
3. Odredivanje Hammingove tezine skupa od 16 binarnih vektora.....................ccoceeveeeun.... 48
4. Dekadski ekvivalenti nekodiranih ulaznih vektora i broj jedinica ('1’) u njima................. 49
8. SHANNON-FANO (PSEUAO KO ...ttt isssssissssisssasssssassssasans 67
9 Huffmanov algoritam (PSEUAO KOQ)..............cowveeeevreeeerrisririsiersisisssissssssisssisissssssssssissssassssnes 67
10.  Ciklicki pomak bitova desno (il ijevo) SVeJeano................cceeoreereeererreerisririerisrriarisrrinnn 103
11.  Medusobni zbrojevi dvaju od cCetiriju vektora generator-matrice & daju jedan od
POSTOJEETA VEKTOP ... vssiasssissasssiassasss s sasss s sasassassssassassssasssssssasssas 108
12, Najveli zajedNiCKi QENTEL] GCD .......eeeeeeeeeeereeeresrievreeriserierisvssisssiasssvisiessssssasssssssns 141
13, Modulo matematika za 2 KONGruentnG 1ZrQZQ...................cccoevveerevveeverivesririsiesisssssisisssssssnsans 142
T4, FARTOIJEI ...ttt st s ssas s assnsasanssassnsnsas 246
15, PaIrNE [AKTOIJEIE............ooeeeeee s 247
16, INEPAINE FAKTOIJEIE...........o.oeeeeee s 247
17, BiNOMNY KOCTICIJEIT ..ot 248
18, Permutacije bez PONAVIJANJQ................o.oeeeveeeeeoeeeieieeeseeeererieresirsree s 249
19, Permutacije § PONAVIJANJEM ..............veeeeereeeseieeeieeeieiseieiereeiervs s 250
20.  KoMbINAC(J€ DEZ PONAVIJANJQL............coeeveveeerireeririsrrisirriririsirisisisissasisissssisissasisssasssssassssassnsnsas 250
21 Kombinacije § PONAVIJANJEM ............c..oeeoveereeireeiseirieiseirieiseieiseiseriseirisisesisssse s 251
22, Var{jacije Bez PONAVIJANQ..................ccveeeveveeeerrisesrsisissirisssisissssisssssisssssssssasssssssssssssassssassssssans 251
23.  Varijacije s ponavljanjem od 2 elementa 7 razreda....................ccccoeverevvrerivererrinrirrnrnn. 252
13, Modulo matematika za 2 KONGruentna 1ZrQZQ...................ccooveveeeveveeesrivrsrerssissssssssisissssssnsns 142
T4, FOKTOFJEIE ...ttt s ansans 246
15, PPN FAKTOIJEIE. ...ttt ansas 247
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Popis slika i pripadnih simulacijskih

krugova

Naziv Simulacijski krug pridruzen slici Naziv Simulacijski krug pridruzen slici
0. Poglavlje 0 - Uvod 1
Slika 0.1 Jednosmjeran komunikacisjki kanal Slika 0.2 SHANNONOO.PPT (slide 3)
Slika 0.3 SHANNONOO.PPT (slide 17) Slika 0.4 SHANNONOO.PPT (slide 18)
1. Poglavlje 1 - Temelji zastithoga kodiranja 9
Slika 1.1 SHANNONOO.PPT (slide 1) Slika 1.2 SHANNONOO.PPT (slide 2)
Slika 1.3 SHANNONOO.PPT (slide 4) Slika 1.4 SHANNONOO.PPT (slide 5)
Slika 1.5 SHANNONO0O.PPT (slide 6) Slika 1.6 SHANNONOQO.PPT (slide 7)
Slika 1.7 SHANNONOO.PPT (slide 8) Slika 1.8 A Commonsense approach.ppt (slide 83)
Slika 1.9 SHANNONO0O.PPT (slide 9) Slika 1.10 | SHANNONOO.PPT (slide 12)
Slika 1.11 | SHANNONOO.PPT (slide 11) Slika 1.12 | SHANNONOO.PPT (slide 11)
Slika 1.13 | Teorija informacija 1.ppt (slide 1) Slika 1.14 | A Commonsense approach.ppt (slides 104-105)
Slika 1.15 | ====s=mmmeneam Slika 1.16 | A Commonsense approach.ppt (slide 86)
Slika 1.17 | A Commonsense approach.ppt (slide 87) Slika 1.18 | A Commonsense approach.ppt (slide 88)
Slika 1.19 | A Commonsense approach.ppt (slide 89) Slika 1.19 A Commonsense approach.ppt (slide 90)
Slika 1.20 | A Commonsense approach.ppt (slide 94) Slika 1.21 A Commonsense approach.ppt (slide 107)
Slika 1.22 | A Commonsense approach.ppt (slides 64-68) Slika 1.24 e ——
Slika 1.23 | A Commonsense approach.ppt (slide 106) Slika 1.25 XOR vrata.circ
Slika 1.26 | XOR vrata.circ Slika 1.27 | a XOR b.circ
Slika 1.28 | Slika 1.2.circ Slika 1.29 | Slika 1.3.circ
Slika 1.30 | Slika3.7 b.circ Slika 1.31 All about Digital Modulation_.ppt (slide 28)
2. Poglavlje 2 - Linearni kodovi 44
Slika 2.1 Zbroji 2. rije€i od 4 bita.circ Slika 2.2 Slika 2.1.circ
Slika 2.3 Slika 2.1_1.circ Slika 2.4 Dijagram toka Huffmanovoga algoritma.doc
Slika 2.5 All about Digital Modulation_.ppt (slides 31-32) Slika 2.6 SHANNONOO.PPT (slide 20)
Slika 2.7 Slika 2.2.circ Slika 2.8 Slika 2.2.circ
Slika 2.9 Slika Binarno brojilo.circ Slika 2.10 Slika matrica H.circ
Slika 2.11 Slika Count Down.circ Slika 2.12a Slika_Paritetna matrica H.circ
Slika 2.12b | Slika Count Down.circ Slika 2.13 Slika 3.1.circ
Slika 2.14 Hammingov sustavan (7, 4) kod.circ Slika 2.15a | Slika Count Down.circ
Slika 2.15b | Slika matrica H.circ Slika 2.16 Hammingov sustavan (7, 4) kod.circ
Slika 2.17 Hammingov sustavan (7, 4) kod.circ Slika 2.18 Koder 9,5 D.circ
Slika 2.19 Koder 9,5 D.circ
3. Poglavlje 3 - Osnovni strujni krugovi 82
Slika 3.1 Slika 3.1.circ Slika 3.2 Hammingov (7, 4) kod.circ
Slika 3.3 Slika 3.1.circ Slika 3.4 Automatsko stvaranje redaka matrice H'.circ
Slika 3.4a Slika 3.4a.circ Slika 3.5 Automatsko stvaranje redaka matrice H'.circ
Slika 3.6 Slika 3.2.1.circ Slika 3.7 Slika3.2.circ
Slika 3.8 MnoZenje vektora matricom.circ Slika 3.9 MnoZenje vektora matricom.circ
Slika 3.10 Slika 3.2.1.circ Slika 3.11 Slika 3.2.2.circ
Slika 3.12 Slika3.3__.circ Slika 3.13 Slika3.3.circ
Slika 3.14 Slika3.3__.circ Slika 3.15 Slika3.3__.circ
Slika 3.16 Slika3.3__n=4.circ Slika 3.17 Slika3.3__ n=i.circ
Slika 3.18 Slika3.3__.circ Slika 3.19 Slika3.2.circ
Slika 3.20a | Slika3.3__n=4.circ Slika 3.20b | Slika3.2_7.circ
Slika 3.21 Slika3.3__.circ Slika 3.22 Posmik zbrajajuéi a i h.circ
Slika 3.23 Slika3.2_26.circ Slika 3.24 Zbroj 26 bitova.circ
Slika 3.25 Slika 3.4.circ Slika 3.26 A Commonsense approach.ppt (slide 30)
Slika 3.27 Slika 3.4a.circ Slika 3.28a | Slika3.1.circ
Slika 3.28b | Slika3.5b.circ Slika 3.29a | Slika3.6 a i b.circ
Slika 3.29b | Slika3.6 a i b.circ Slika 3.30 Slika3.7 b.circ
Slika 3.31 Slika3.1.circ Slika 3.32a | Automatsko stvaranje redaka matricce H'.circ
Slika 3.32b | LFSR za generiranje redaka HT matrice (6, 3) koda.circ Slika 3.33 Automatsko stvaranje redaka matrice H'.circ

4. Poglavlje 4 - Cikli¢ki kodovi 103
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Jednosmjeran%20Komunikacijski%20kanal.ppt
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
A%20Commonsense%20approach.ppt
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
SHANNON00.PPT
../Teorija%20informacija%201/Teorija%20informacija%201.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
A%20Commonsense%20approach.ppt
Slika3.7%20b.circ
../All%20about%20Digital%20Modulation/All%20about%20Digital%20Modulation_.ppt
../Communication%20Systems%20Engineering%202nd%20Edition/Dijagram%20toka%20Huffmanovoga%20algoritma.doc
../All%20about%20Digital%20Modulation/All%20about%20Digital%20Modulation_.ppt
SHANNON00.PPT
Koder%209,5%20D.circ
Automatsko%20stvaranje%20redaka%20matrice%20H'.circ
Slika%203.4a.circ
Automatsko%20stvaranje%20redaka%20matrice%20H'.circ
Posmik%20zbrajajući%20a%20i%20h.circ
Zbroj%2026%20bitova.circ
A%20Commonsense%20approach.ppt

Naziv Simulacijski krug pridruzen slici Naziv Simulacijski krug pridruzen slici
Slika 4.1 Slika4.5.circ Slika 4.2 Slika4.1.circ
Slika 4.3 | -===mmmeeeen Slika 4.4 Slika 2.1.circ
Slika 4.5 Slika4.2.circ Slika 4.6 Automatsko stvaranje redaka matrice H'.circ
Slika 4.7 Slika4.2.circ Slika 4.8 Slika4.2.circ
Slika 4.9 Slika4.2.circ Slika 4.10 Slika4.2.circ
Slika 4.11a | Slika4.3.circ Slika 4.11b | Slika4.3.circ
Slika 4.11c | Slika4.3.circ Slika 4.12 Slika4.4.circ
Slika 4.13a | Automatsko stvaranje redaka matrice H'.circ Slika 4.13b | Slika4.1.circ
Slika 4.13 Slika4.1.circ Slika 4.14 Slika4.1.circ
Slika 4.15a | Slika4.1ponovljena.circ Slika 4.15b | Slika4.1ponovljena.circ
Slika 4.16 Slika 4.2.circ Slika 4.17a | Slika 4.17.circ
Slika 4.17b | Slika 4.17.circ Slika 4.18a | LFSR s unutarnjim povrathom vezom.circ
Slika 4.18b | LFSR s vanjskom povratnom vezom.circ Slika 4.19 LFSR 110101111000100.circ
Slika 4.20a | Slika 4.22.circ Slika 4.20b | Slika 4.22.circ
Slika 4.21 A Commonsense approach.ppt (slide 11) Slika 4.22 Slika 4.21.circ
Slika 4.23 Slika4.6.circ Slika 4.24 Slika4.6.circ
Slika 4.25 Slika4.6.circ Slika 4.26a | Slika4.7.circ
Slika 4.26b | Slika4.7.circ

5. Poglavlje 5 - Praskovite pogreSke 131
Slika 5.1 | ==esmssmmeemee Slika 5.2a Slika5.1 Koder.circ
Slika 5.2b Slika5.1 Dekoder.circ Slika 5.3 mmmmmmmmmm——
Slika 5.4 | ==esmesmeeemen Slika 5.5 A Commonsense approach.ppt (slide 2)
Slika 5.6a Ispravak jednostruke praskovite pogreske.circ Slika 5.6b Ispravak jednostruke praskovite pogreske.circ
Slika 5.7 Slika5.4.circ Slika 5.8 Slika5.5.circ
Slika 5.9 A Commonsense approach.ppt (slide 3) Slika 5.10 Slika3.2.circ
Slika 5.11a | Slika5.8.a.circ Slika 5.11b | Slika 5.8.b.circ
Slika 5.11c | Slika 5.8.c.circ Slika 5.11d | ======m==mmmmm
Slika 5.12 A Commonsense approach.ppt (slide 3) Slika 5.13 Slika5.9.circ
Slika 5.14 A Commonsense approach.ppt (slide 3) Slika 5.15 Slika5.11.circ
Slika 5.16a (';'J' Weng, Usporedbe svojstava BCH kodova za meko i tvrdo Slika 5.16b | Glover-Grant, Error Control Coding, Figure 10.28
ekodiranje, 1979, SI.3
Slika 5.17 A Commonsense approach.ppt (slide 5) Slika 5.18 A Commonsense approach.ppt (slide 6)
Slika 5.19 A Commonsense approach.ppt (slide 7) Slika 5.20 A Commonsense approach.ppt (slide 8)
6. Poglavlje 6 - Konvolucijski kodovi 163

Vj14 Sklop za kasnjenje1.circ Vj14 Sklop za kaSnjenje.circ
Vj14 Slika6.4 Koder.circ Vj14 Slika6.4 VRLO DOBAR:.circ
Vj14 Slika6.4 SKORO odli¢an.circ Vj14
Slika 6.1 | =====esmeeean Slika 6.2 A Commonsense approach.ppt (slide 114)
Slika 6.3 A Commonsense approach.ppt (slide 115) Slika 6.4 All about Digital Modulation_.ppt (slide 29)
No name Coding the (2, 1, 4) code.pps
Slika 6.5 120 slika 1.circ, Konvolucijski koder.circ Slika 6.6 120 slika 1 EX2.circ
Slika 6.7 All about Digital Modulation.ppt (slide 5), 120 slika 2.circ Slika 6.8 A Commonsense approach.ppt (slides 33-34)
Slika 6.9 All about Digital Modulation.ppt (slide 1) Slika 6.10 120 slika 3.circ
Slika 6.11 | Kodiranje i dekodiranje konvolucijskim kodovima.ppt (slide 16) Slika 6.12 k"gg(')ﬁﬂ:'p%f'zgﬁéfq’%k°”"°'“°”Sk'm
Slika 6.13 All about Digital Modulation.ppt (slides 13-16) Slika 6.14 e
Slika 6.15 All about Digital Modulation.ppt (slides 17-25) Slika 6.16 Dijagram stanja.pps
Slika 6.17 Dijagram stabla za kéd (2, 1, 4).doc Slika 6.18 VDO.ppt (slide 4)
Slika 6.19 All about Digital Modulation.ppt (slide 5) Slika 6.20 VD8.ppt (slide 3)
Slika 6.21 (2, 1, 4) kod.circ Slika 6.22a | Trellis diagrams.ppt (slide 9)
Slika 6.22b | Trellis diagrams.ppt (slide 10) Slika 6.22¢c | Trellis diagrams.ppt (slide 11)
Slika 6.22d | Trellis diagrams.ppt (slide 12) Slika 6.22e | Trellis diagrams.ppt (slide 13)
Slika 6.22f | Trellis diagrams.ppt (slide 14) Slika 6.22g | Trellis diagrams.ppt (slide 15)
Slika 6.22h | Trellis diagrams.ppt (slide 16) Slika 6.23 Euklidove udaljenosti.ppt (slide 17)
Slika 6.24 | Euklidove udalienosti.ppt (slide 16) Slika 6.25 Egggﬁﬂ‘;_;}i‘f‘g&fg’g) konvolucijskim

. Kodiranje i dekodiranje konvolucijskim kodovima.ppt (slide 18-19), . Kodiranje i dekodiranje konvolucijskim
Slika 6.26 | [CE DR 0ot (alide ) J PP " | sika6.27 kodovima.ppt (slide 20) J
Slika 6.28 ACATTTOECC.ppt (slide 4) Slika 6.29 All about Digital Modulation_.ppt (slide 38)
Slika 6.30 All about Digital Modulation_.ppt (slide 36) Slika 6.31 All about Digital Modulation_.ppt (slide 40)
Slika 6.32a | All about Digital Modulation_.ppt (slide 35) Slika 6.32b | A Commonsense approach.ppt (slide 113)
Slika 6.33 All about Digital Modulation_.ppt (slide 34)

7. Poglavlje 7 - Turbo kodovi 195
Slika 7.1 A Commonsense approach.ppt (slide 115) Slika 7.2 A Commonsense approach.ppt (slide 37-38)
Slika 7.3 A Commonsense approach.ppt (slide 36) Slika 7.4 e —
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Ispravak pogresaka kodiranjem - praksom do teorije

0. POGLAVLJE 0 - UVOD

Ljudima je tesko je raditi u okruzenju buke, jer se poveéava broj pogresaka, a isto vrijedi i elektronicke
uredaje. U okruzenju s puno "buke" (noisy), signali se precesto krivo tumace. Da bi tijekom razgovora
utvrdili jesmo li ispravno culi sugovornika, mi, ljudski prijemnici, koristimo razne oblike otkrivanja i
ispravke komunikacijskih pogresaka pokusSavajuci shvatiti ono $to smo culi.

......

zamijenimo zbunjuju¢i dio onime Sto smo ocekivali ¢uti. Ako zbunjenost i dalje postoji, zamolimo
osobu neka ponovi ono §to je upravo rekla i/ili neka govori glasnije. Sve su to oblici shema za ispravak
pogresaka koje se koriste u svakodnevnim ljudskim komunikacijama.

0.1. 0.1. Otkrivanje i ispravak pogreSaka

Primjene tehnika otkrivanja i ispravke pogreSaka pri prijenosu ili pohrani binarnih podataka postalo je
zivotno pitanje. Komunikacijske mreze s jedne te mediji za pohranu podataka (¢vrsti diskovi, CD i
USB memorijske jedinice) s druge strane, naznacuju podrucja u kojima se koriste kodovi za otkrivanje
1 ispravak pogresaka. Zapravo, sve nabrojeno svodi se na zajednicki "nazivnik", a to je trojka (izvor-
kanal-odrediste). Pri tomu se na medije za pohranu podataka, ova trojka razdvaja u dvije cjeline: izvor-
kanal (zapis) podataka i kanal-odrediste (Citanje) podataka.

Poduka o teoriji kodova za ispravak pogreSka na uvodnoj razini vrlo je tegobna. Teorija koja se
neposredno primjenjuje, ti¢e se apstraktnih algebarskih koncepata kao $to su skupovi i operacije nad
njima, grupa, prsten, polje vektorski prostori, polinomi, matrice, vektori. itd. Takvi pojmovi, koji se
obi¢no nalaze u prvih nekoliko poglavlja standardnih udzbenika zastitnoga kodiranja, jednostavno
preplase studente. U ovoj skripti, svi temeljni pojmovi kodova za ispravak pogreska objaSnjeni su
pomocu:

1. izrigito ILI (exclusive’ OR, EX-OR ili kraée XOR) vrata,
2. linearnih registara s povratnom vezom (D-bistabila) te
3. osnovnih tehnika linearne algebre (niSta osim jednostavnoga mnoZenja vektora i matrice).

Koriste¢i ovakav pristup, obuhvacen je Sirok raspon pojedinacnih blok-kodova za ispravak pogresaka
bez oslonca na sloZene algebarske pojmove. Dekodiranje konvolucijskih kodova razvucenim
(difuzijskim®) pragom, odabrano je kao na¢in svojstven ovoj vrsti kodova. Uz cikli¢ke kodove vezane
su praskovite pogreske te njihovo otkrivanje 1 ispravak. Predstavljaju ih: cikli¢ki Hammingov kod, Fire
kod 1 Reed-Solomonovi kodovi. Primjena dijela linearne algebre u teoriji ispravke pogresaka,
pridruZena je skripti kao dodatak. Opisana osnovna nacela o kojima se raspravlja u cijeloj skripti,
provjeravaju se s teorijskoga motrista. Algebarska obrada primjenjuje se nakon S$to je student usvojio
neposredno stecene prakti€ne spoznaje i1 vjestine o tome $to se dogada. Predstavljen materijal moze se
obraditi u jednome semestru diplomskoga studija elektrotehnike ili informatike. On se takoder moze
koristiti kao uvodni napredniji pregled, jer je jednostavan za osnovno razumijevanje, iz ¢ega se moze
izgraditi ostatak spoznaja.

Ovome materijalu, kao nadgradnja (ili temelj), pridruZen je opis simulacijskoga alata LogiSim. Tim
simulacijskim alatom zorno je prikazan uvod u Booleovu algebru i uspostavljena je ¢vrsta povezanost
izmedu matematickih (Booleovih) izraza i simulacijskih primjera. Tako je i materijal u Citavoj skripti
upotpunjen simulacijskim primjerima kao sastavnim dijelom nastavnoga materijala.

Skripta sadrzi primjere koji slikovito (u stvarnome i prenesenome znacenju) objasnjavaju obradivanu
materiju. Skripti su pridruZeni rijeSeni zadaci, ¢cime se dodatno mrvi i bistri osnovna materija. Zbog

* kontekst ... (lat. contextus) veza misli u govoru; sadrzaj nekoga spisa u cjelini, smisao, spoj rije¢i, misaono dovrien
ulomak pisanoga govora (teksta) koji to¢no odreduje smisao pojedine rijeci ili fraze koja ulazi u njega
exclusive ... ekskluzivan (lat. exclusivus) iskljucan, koji iskljucuje, koji je iskljuciv
* difuzan ... (lat. diffusus) rasut; opdiran, razvulen; difuzna svjetlost rasuta svjetlost, u svim pravcima odbijena
(reflektirana) svjetlost (Klai¢, Rjecnik stranih rijeci, 2002)
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cjelovitosti obuhvata, ovoj skripti pridruzena je skripta laboratorijskih vjezbi (kao neodvojiv dio) s
primjerima koji su u predavanjima ovla§ opisani. Ona sluzi za praktican rad u laboratoriju
simulacijskim alatom LogiSim za sada kao osnovom, s ciljem uvodenja National Instruments (NI)
simulacijske 1 mjerne platforma (Multisim) za mjerenje radnih karakteristika ozic¢enih elektronickih
komponenata i sklopova, u stvarno-vremenskim uvjetima.

Pri komunikaciji elektronic¢kih uredaja, takoder se koristi otkrivanje i ispravak pogresaka EDC (error
detection and correction), na nacin sliCan opisanome. U stvari, bez EDC vecina elektronickih
komunikacija nije moguca. Razina Suma i glasovno ometanje previSe su prisutni u elektronickim
medijima. EDC zahtijeva ucinkovitost, a ona ovisi o veliini omjera signal/Sum, ili S/N (signal to noise
ratio). EDC se moze provoditi na sljedecih pet naCina:

1.  povecanjem snage signala,

smanjenjem Suma signala,
ispravkom pogreSaka prema naprijed,

ponavljanjem prijenosa,

N

razli¢itim nerazvrstanim metodama.

0.1.1.  0.1.1. POVECANJE SNAGE SIGNALA

Povecanje snage signala medu uredajima isto je $to i glasniji govor u bucnoj sobi. Intuicijski znamo,
$to je omjer signal/Sum veci, manje su pogreske. Uz pretpostavku da u okruZenju ne mozemo nista
uciniti, onda mozemo povecati snagu odasiljaca. To uvijek nije moguce, jer vecina komunikacijskih
uredaja nema dodatne mogucnosti povecanja snage i ve¢ su oblikovani za rad maksimalnom snagom.
Nedostataka pri koriStenju ove sheme, nelinearne su karakteristike pojacala pa povecanje snage znaci
pogorsanje situacije, jer se pojacavaju i signal i Sum. Ako se povecava snaga, Sum signala raste od
ometajucega, preko uznemirujuc¢ega do nepodnosljivoga.

0.1.2.  0.1.2. SMANJENJE SUMA SIGNALA

U komunikacijskome uredaju, jedini Sumovi su toplinski 1 medu-modulacijski Sum sustava, jer na njih
mozemo izravno djelovati. Medutim, ne postoji niti jedan nacin smanjenja osnovnoga Suma pa smo
ostavljeni na milost 1 nemilost okolini 1 to moramo prihvatiti kao zadano.

0.1.3.  0.1.3.ISPRAVAK POGRESAKA PREMA NAPRIJED

Prepoznaju se tri vrste kanala: sa slucajnim pogreskama, praskovitim pogreSkama te zdruzivanje
slucajnih 1 praskovitih pogreSaka. Prema njima napravljene su odgovarajuc¢e sheme za njihov ispravak.
Prva od njih je ispravak pogresaka prema naprijed FEC. Za slucaj jednosmjernoga sustava, ne moze
se zatraZiti ponavljanje prijenosa pa primatelj sam mora ispraviti pogreske. FEC kodovi i metode dijele
se na blok-kodove (linearne i ciklicke), konvolucijske kodove (Viterbijevo i serijsko dekodiranje,
dekodiranje ve¢inskom logikom te ispravak praskovitih pogresaka).

U nedostatku dvosmjerne veze, koristi se kodiranje pogreska prema naprijed FEC (Forward Error
Coding). Prijemnik nema stvarno-vremensku povezanost s odaSiljaem i ne moze provjeriti je li
pravilno primio blok podataka. On mora donijeti odluku o primljenim podacima i uciniti sve §to moze
kako bi popravio podatke ili obznanio alarm zbog pogreske. FEC tehnike optere¢uju link, dodavanjem
suvisnih podataka 1/ili unoSenjem kasnjenja. Nedostatak je manja brzina prijenosa. Ove tehnike
umanjuju potrebu za promjenom snage. Za istu snagu, sada moze se posti¢i manja koli¢ina pogresaka.
Komunikacija ostaje jednosmjerna (simplex), a prijemnik otkriva i ispravlja pogreske ali mu je
sloZenost veca.

Tri najpoznatije skupine kodiranja: blok-kodovi, konvolucijski kodovi 1 turbo-kodovi, koriste FEC
metode. Blok-kodovi rade blokovima bitova koriste¢i programski algoritam. Konvolucijski kodovi su
kontinuirani kodovi, jer stalno djeluju na odreden broj bitova. Preplitanje turbo-kodova uspjesno
djeluje u kanalima s iS¢ezavanjem signala i spregom prethodnih dvaju vrsta kodiranja. Sve tri tehnike,
osim u cjelovitim komunikacijskim kanalima, koriste se i u polu kanalima kao $to su racunala,
CD/DVD uredaji, digitalni snimacéi zvuka DAR (digital audio recording) i televizija visoke
razlucivosti HDTV (high-definition television) na zahtjev.
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0.1.4. 0.1.4. AUTOMATSKO PONAVLJANJE PRIJENOSA

Automatski postupci za ponavljanjem prijenosa ARQ (Automatic Repeat Request) zahtijevaju prijenos
u dva smjera (duplex). Uz dodatnu povratnu potvrdu o ispravno primljenome signalu, oblikuje se
shema koja se zove potvrda ponavijanja ARQ (Acknowledgement Retransmit ARQ). Prijemnik
provjerava svaki blok podataka te u sluc¢aju pogreske, trazi ponavljanje prijenosa. Ako je S/N velik,
ponavljanje prijenosa nije tako Cesto, uz veliku propusnost. Smanjenjem S/N, povecava se premasenje
(overhead) pa je ovo ustupak izmedu ukupne propusnosti 1 kaSnjenja na jednoj te sloZenosti prijemnika
na drugoj strani. ARQ se najcescée koristi u zi¢nim i lokalnih mrezama.

U dvosmjernim sustavima, pogreSkama se upravlja zahtjevom za automatskim ponavljanjem prijenosa
ARQ (Automatic Repeat Request). Za jednosmjerne (half-duplex) kanale oblikovane su ARQ metode:
stani 1 pricekaj (Stop-and-Wait), ACK (Acknowledgement) 1 NAK (Negative Acknowledgement). Za
potpune dvosmjerne sustave (full-duplex) koriste se kontinuirane ARQ: hajde natrag za N (Go-Back-N)
1 selektivno ponavljanje (Selective Repeat). NAK je oblikovan za potpune dvosmjerne sustave.
Hibridna ARQ metoda predstavlja zdruzivanje prvih dviju metoda: FEC + ARQ.

Ako se u prijemniku otkriju pogreske, zahtjev se $alje odasSiljacu da ponovi poruku i ponavlja ju se sve
dok se poruka ne primi ispravno. Ako se primi NAK (negativna potvrda), odasilja¢ ponavlja prijenos
od pogresne kodne rijeci i jo§ n—1 kodnih rijeci koje slijede. Prema izboru, odasilja¢ moze poslati samo
one kodne rijeci koje jo$ nisu potvrdene. U metodi dekodiranja maksimalnom vjerojatnosti (Maximum
Likelihood Decoding), dekoder minimalne udaljenosti MDD (Minimum Distances Decoder) odabire
kodnu rije¢ najmanje udaljenu od poslane rije¢i primljene preko kanala. To je ekvivalentno® smanjenju
prosjecne kvadratne pogreske MSE (mean squared error).

0.1.5.  0.1.5. RAZLICITE NERAZVRSTANE METODE

Ako se pri sluSanju rado prijemnika, signal pojacava i smanjuje, onda se uredaj premjesti. Pri
koriStenju bezi¢noga telefona, mozemo mijenjati kanale, ili zamoliti sugovornika da uspostavi novu
vezu. U vlaznim podru¢jima, ¢esto imamo dvije medusobno razdvojene zemaljske postaje, obje
primaju isti signal pa se tako povecava S/N. U satelitskim komunikacijama mogu se koristiti razlicite
polarizacije za povecati iskoristivost spektra pri slanju istih informacija pomocu ispravke pogresaka.
Sve ove tehnike pripadaju skupu razlicitih nerazvrstanih metoda, a glavna im je svrha poboljSanje
kakvoce signala koriStenjem raspoloZive zalihosti. Pojava neoc¢ekivanoga izvora u slucaju mobitela
takoder spada u ovu skupinu, jer kretanjem signala u prostoru uzrokuje smanjenje amplitude, ali
pomo¢ slozene obrade moZemo iskoristiti i malu snagu ometanoga signala za sjediniti® i poboljsati
odnos S/N.

0.2. 0.2. Uvod u problematiku

Razumijevanje zaStitnoga kodiranja, zapoc¢inje Shannonovim komunikacijskim kanalom (izvor-
prijenosni kanal-odrediste), sagledavanjem 1 razumijevanjem globalne slike te odredivanja razloga 1
mjesta zastite informacija pri prijenosu. Utemeljitelj teorije informacija C. E. Shannon objavio je 1948.
godine Matematicku teoriju komuniciranja’. Na informaciju koja se prenosi od izvora do odredista
opcenito djeluju smetnje pa se informacija u prijenosu ostecuje do razine potpunoga gubitka. Zato se
prijenos informacija nastoji razdijeliti u cjeline pogodne za rukovanje 1 obradu. Pogodnost koja stoji na
raspolaganju jest digitalizacija svih vrsta informacija, koja prevladava u svijetu razmjene informacija.

Sama digitalizacija temelji se na impulsno-kodnoj modulaciji PCM (Pulse Code Modulation) i
njezinim nacelima uzorkovanja, kvantizacije 1 kodiranja. Ova modulacija Siroko se obraduje kroz
nekoliko kolegija pa se ovdje samo spominje.

Sasvim normalno koristimo CD i DVD uredaje, racunala s pripadnom opremom, pametne telefone i
umrezene komunikacijske sustave Sirom svijeta. Osnova rada svega toga je rad tranzistorske
komponente kao sklopke u logickome sklopu poznatome pod nazivom "vrata iskljucivo (exclusive)

> ekvivalent ... (lat. aequi-valens) istovrijedan, jednakovrijedan; isto znagenje; jednaka vrijednost, ista vrijednost; stvar iste
vrijednosti, zamjena za vrijednost, odSteta, naknada;
% kombinirati ... (lat. combinare) sastaviti, sloziti, sjediniti, spajati, spojiti, srediti; praviti plan za neki posao, smisliti
7 A Mathematical Theory of Communication, Bell System Tech. J. 27
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ILI" (EXOR gate) i nista vise. Sva slozenost komunikacijskoga svijeta oslanja se samo na to. Naravno
sve je podrzano procesorski upravljanim sklopovima, ali i njihov rad lezi na potpuno istim temeljima.

Namjera ove skripte jest ogoliti problematiku do samih navedenih temelja, odnosno pocevsi od njih
ocjeloviti sklopove, prikazuju¢i njihov rad prikladnim simulacijskim alatima (LogiSim). Druga, ne
manje vazna stavka, jest matematicki alat /inearne algebre koji teorijskim temeljima prati i podupire
prakticne primjene te ucvrs€uje Citavu cjelinu. Napomenimo da je sam matematicki alat linearne
algebre jo$ stariji od prije spomenutih informacijskih temelja. Uz linearnu algebru, primjenjuje se
Booleova algebra Ciji zaCeci sezu od kraja pretprosloga stoljeca. Dakle uskladen rad Booleove algebre,
linearne algebre te prakse i teorije informacija, u¢inkovito ozivotvoruje danasnji komunikacijski svijet.

0.3. 0.3. Komunikacijski kanal

Slika 0.1 prikazuje cjelovit komunikacijski sustav s oznacenim podrucjima kojima se bavi ova skripta,
a to su kodiranje 1 dekodiranje informacija.
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Slika 0.1. Cjelovit prikaz komunikacijskoga kanala i‘podrucje koje se proucava u ovoj skripti;

o
_________________________________________________ 4

Na nekoliko mjesta u komunikacijskome kanalu, digital(izira)na informacija pretvara se u analognu i
obrnuto s ciljem povecanja pouzdanosti, brzine, kakvoce 1 koli¢ine informacije pri prijenosu od izvora
do odredista. Kako? Opisat ¢e se u ovoj skripti. Digitalni komunikacijski sustavi Cesto se opisuju
slikom 0.2.

odasilja¢ —»| koder dekoder —>{ prijemnik
komunikacijski 3
L 4 sustav
modulator »| kanal » demodulator
smetnje

Slika 0.2 Sustav digitalne komunikacije

Komunikacijski kanal (Communications Channel) dio je komunikacijskoga sustava koji unosi
pogreske. Medij u kanalu moze biti radio, Zica, koaksijalni kabel, svjetlovodni kabel, magnetska traka,
obic¢an disk, opticki disk, USB uredaj ili bilo koji zamisliv medi;.

Modulator pretvara izlaz iz kodera digitalnoga oblika, u format prikladan za prijenos kanalom, koji je
obi¢no analogan. Nakon §to prode kanalom sa Sumom, demodulator pokusa oporaviti otkriven, oStecen
simbol 1 pretvoriti ga u ispravan simbol. Ako se otkrije neispravan simbol, dekoder pokusa ispraviti
otkrivene pogreske.
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Koder (encoder), toku podataka dodaje suvisne bitove, da bi se stvorila kodna rijec. Dekoder (decoder)
koristi suviSne bitova za otkrivanje i/ili ispravak onoliko mnogo pogreSaka koliko dopusta odredeno
upravljanje pogreSkama kodiranjem.

Glavni problem je osmisliti 1 primijeniti par koder/dekoder preko kanala tako da se informacije
prenose (ili snimaju) u okruzenju Suma toliko brzo (ili gusto) koliko je to moguce, odnosno, da se
informacije mogu pouzdano obnoviti na izlazu dekodera kanala.

0.4. 0.4. Vrste kodova

Kodiranje kanala dijeli se u: proucavanje valnoga oblika (ili oblikovanja signala) te proucavanje
kodiranja 1 ustrojenih (structured) nizova ili ustrojene zalihosti (structured redundancy), kao §to
prikazuje tablica 0.1.

Tablica 0.1: Okvir zastitnoga kodiranja

Kodiranje kanala
Valni oblici Ustrojeni nizovi
M-struka signalizacija Blok-kodovi

Dijametralno razliciti Konvolucijski kodovi

Okomiti i
Modulacija kodirane resetke (R

Kodiranje valnoga oblika bavi se pretvorbom valnih oblika u "bolje" valne oblike, kako bi postupak
otkrivanja bio manje podlozan pogreSkama. Ustrojeni nizovi bave se pretvorbom podatkovnih nizova u
"bolje" nizove, koji imaju ugradenu zalihost (zalihosne bitove). Onda se zalihosni bitovi mogu koristiti
za otkrivanje 1 ispravak pogreSaka. Danas su u opcoj upotrebi dvije (tri) strukturno razlicite vrste
kodova (ovo se moze prispodobiti pojmovima logike kao teza-antiteza-sinteza):

1.  blok-kodovi,

2. konvolucijski® kodovi i

3. turbo kodovi.

Koder za blok-kod dijeli informacijski niz u blokove poruka od kojih je svaki blok dugafak k

informacijskih bitova (simbola). Blok poruke predstavljaju se binarnom A-torkom u = [uy, u, ..., ux1],
koja se naziva poruka. Postoji ukupno 2* razli¢itih moguéih poruka. Koder potpuno nezavisno pretvara
svaku poruku u n-torku v = [vy, vy, ..., v,_1] diskretnih simbola, §to se zove kodna rijec.

Druga skupina kodova, konvolucijski kodovi, vrsta su koda za ispravak pogreSaka koji generira
paritetne’ simbole na¢elom klizne primjene Booleove polinomske funkcije pri protoku podataka.
Klizna primjena predstavlja "konvoluciju" kodera nad podacima, $to dovodi do pojma konvolucijskoga
kodiranja.

Turbo kodovi su sinteza prethodno opisanih kodova. To je usavriena struktura'® ulan¢anoga koda i
iteracijskoga'' algoritma za dekodiranje. Kao zasebna kategorija nalazi se na popisu ustrojenih nizova
(structured sequences) (tablica 0.1) pod imenom turbo.

0.5. 0.5. Upravljanja pogreSkama kodiranjem

Blok-dijagrami prikazani na slikama 0.1 1 0.2 predstavljaju jednosmjeran komunikacijski sustav.
Prijenos (ili digitalni snimak) strogo je jednosmjeran, od odaSilja¢a do prijemnika. Tradicijska uloga
upravljanja pogreskama kodiranjem je, kanal sa smetnjama, napraviti prihvatljivim zbog smanjenja
Cestoce dogadanja pogreSaka. Pogreske su: pogreske bitova, pogreske poruka, i neotkrivene pogreske
pa se moZe uciniti sljedece:

¥ Konvolucija je integral koji opisuje veli¢inu preklapanja jedne funkcije drugom dok se jedna pomice preko druge (vidi
http://mathworld.wolfram.com/Convolution.html).

? parity ... parnost ili paritet (vidi poglavlje 1.7 Pojam pariteta)

' struktura ... (lat. structura) nacin gradenja, sastav, ustrojstvo; raspored; geol. nacin kako su spojeni dijelovi stijena i
planina; tvorevina, gradevina; usp. konstrukcija

"Witeracija ... ustrajno ponavljanje
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o Smanjiti pojavu neotkrivene pogreske. Danasnji kodovi za otkrivanje pogresaka toliko su
ucinkoviti, da u svim prakti¢kim primjenama nema neotkrivenih pogresaka.

o Smanjenje gubitaka u komunikacijskim sustavima. Za satelitske komunikacije, kodiranje
moze smanjiti potrebu za snagom, jer poruke Cija je snaga blizu toplinske razine Suma i
dalje se mogu ispravno oporaviti.

o Nadviadavanje zagusenja (jam). U prisutnosti impulsa ometanja, kodiranjem se moze
posti¢i dobitak kodiranja od preko 35 [dB].

Postoje tzv. "polu-kanali" koji se ¢esto ne prepoznaju, a veoma Siroko se koriste. Primjeri polu-kanala
su svi danasnji memorijski uredaji (nekada diskete), ¢vrsti diskovi, memorijski USB uredaji, a narocito
CD 1 DVD mediji) koji pohranjuju informacije (to je samo pola kanala), a pruzaju ih na koristenje
prema potrebi u neko pogodno vrijeme preko druge polovice (istoga ili nekoga drugoga) kanala.

Matematicki alati koji se jo§ uvijek koriste u primjeni zastitnoga kodiranja su: feorija vjerojatnosti i
matematicka statistika. Ono §to se stidljivo pojavljivalo kao cilj i sredstvo istrazivanja u posljednja dva
desetljeca, su ekspertni sustavi 1 neizrazita logika. Tek se oCekuje njihova Sira primjena, jer su to
temelji umjetne inteligencije kojoj se tezi u svim znanstvenim i stru¢nim podrucjima.

0.6. 0.6. Pouzdan prijenos i pohrana digitalnih informacija

U posljednjih tridesetak godina, doslo je do poveéanja potraznje za ucinkovitim i pouzdanim
digitalnim prijenosom podataka odnosno sustavima za pohranu podataka. Ovaj zahtjev ubrzao se
pojavom podatkovnih mreza velikih brzina za razmjenu, obradu i skladistenje digitalnih podataka u
poslovanju. Pri oblikovanju ovih sustava nuzno se spajaju komunikacijske 1 racunalske tehnologije.

Shannon je pokazao da se pogreske Sto ih izaziva Sum kanala ili medij za pohranu podataka, mogu
svesti na zeljenu razinu bez Zrtvovanja brzine prijenosa informacija ili brzine skladiStenja, dok god je
brzina prijenosa manja od kapaciteta kanala. Danas$njim digitalnim sustavima velikih brzina, potrebna
je pouzdanost te je koriStenje kodiranja za kontrolu pogreSaka postao sastavni dio oblikovanja
modernih komunikacijskih 1 digitalnih sustava za pohranu podataka. Tipi€an sustav prijenosa (ili
pohrane) mozZe se prikazati blok-dijagramom na slici 0.3.

izvor , u v modulator
. . koder izvora koder kanala . e L
informacije (jedinica za pisanje)
sum kanal
(jedinica za skladiStenje)
= u r
.odred/st? dekoder izvora dekoder kanala , qem odulav)'tor ,
informacije (jedinica za Citanje)

Slika 0.3: Blok-dijagram tipicnoga sustava za prijenos i/ili skladistenje podataka.

Izvor informacije je osoba ili stroj. Izlaz izvora je kontinuiran valni oblik ili niz diskretnih simbola.
Koder izvora pretvara izvorni izlaz u niz binarnih znamenaka (bitova), a zove se informacijski niz u
(niz se oznacava i razumijeva kao vektor). Koder izvora idealno je oblikovan tako, da je broj bitova u
jedinici vremena potrebnih za prikaz izlaza izvora, sveden na minimum pa se izlaz izvora moze
jednoznacno obnoviti iz informacijskoga niza u. Ova skripta ne obraduje kodiranje izvora niti
impulsno-kodnu modulaciju PCM.

Koder kanala pretvara informacijski niz u u diskretan kodiran niz koji se zove kodna rijec. U veéini
sluCajeva to je binaran niz, iako se u nekim primjenama koriste i ne-binarni kodovi. Prva srediSnja
tema ove skripte su oblikovanje i primjena kodera kanala za borbu protiv Suma u okruzenju u kojemu

Diskretni simboli nisu pogodni za prijenos preko fizickoga kanala niti za snimanje na digitalni
skladi$ni medij. Modulator (ili jedinica za pisanje) pretvara svaki izlazni simbol kodera kanala u valni
oblik trajanja T sekundi, pogodan za prijenos (ili snimku). Ovaj valni oblik ulazi u kanal (ili medij za
pohranu) 1 na njega djeluje Sum. Tipicni prijenosni kanali su telefonske veze, mobilna stani¢na
telefonija, radio telemetrija visoke frekvencije, mikrovalne i satelitske veze, svjetlovodni kabeli itd..
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Tipi¢ni mediji za pohranu ukljucuju osnovne i poluvodicke memorije, magnetske trake, diskove,
kompaktne diskove, opticke memorijske jedinice i1 tako dalje. Svaki od tih primjera podlozan je raznim
vrstama Suma kao poremecaju. Demodulator (ili jedinica za citanje) obraduje svaki primljeni valni
oblik trajanja 7 1 proizvodi diskretan (kvantiziran) ili kontinuiran (ne-kvantiziran) izlaz. Niz na izlazu
iz demodulatora podudaran je kodiranome nizu v, a zove se primljen niz r.

Dekoder kanala pretvara primljen niz r u binarni niz a (procijenjen informacijski niz). Strategija
dekodiranja temelji se na pravilima kodiranja kanala i karakteristikama Suma u kanalu (ili mediju za
pohranu). U idealnome slucaju, u je preslik informacijskoga niza u, iako Sum moze izazvati neke
pogreske prije dekodiranja. Druga srediSnja tema ove skripte su oblikovanje 1 primjena dekodera
kanala da bi se smanjila vjerojatnost pogreske dekodiranja.

Dekoder izvora pretvara primljen niz a (informacijski) u procjenu izlaza izvora pa ovu procjenu
isporucuje odredistu. Procjena je u pravilu vjerno obnovljen izvorni izlaz osim ako je Sum u kanalu (ili
mediju za pohranu) prevelik. Usmjerimo li pozornost na koder i dekoder kanala, izvor informacija i
koder izvora mogu se sjediniti u digitalni izvor s izlazom u. Modulator (ili jedinica za pisanje), kanal
(ili medij za pohranu) i demodulator (ili jedinica za Citanje) mogu se sjediniti u kanal za kodiranje s
ulazom v i izlazom r. Dekoder izvora i odrediSte mogu se sjediniti u digitalni ponor s ulazom u.
Rezultat ovih povezivanja prikazuje skra¢en blok-dijagram na slici 0.4.

u v
digitalni izvor koder

. kanal za
kodirane informacije

r

=>

digitalni ponor dekoder kanala

Slika 0.4: Pojednostavnjen model kodiranoga sustava.

Glavni problem §to ga obraduje ova skripta je osmisliti i primijeniti par koder/dekoder tako da se
informacije mogu prenositi (ili snimiti) u okruzenju Suma toliko brzo (ili gusto) koliko je to moguce.
Takoder, informacije se mogu i moraju pouzdano obnoviti na izlazu dekodera.

0.7. 0.7. Strategije upravljanja pogreSkama

0.7.1. 0.7.1. ZALIHOST

Prvi nacin koriStenja zalihosti za otkrivanje je i se dogodila pogreska, jest koriStenje paritetnih bitova
(zalihosni bitovi dodani podacima). Prijemnik ne pokuSava ispraviti pogreske, ve¢ od odasiljaca trazi
ponovno slanje podataka za $to je potrebna dvosmjerna veza. U nacinu jednosmjerne veze, paritetni
bitovi oblikovani su, 1 za otkrivanje 1 za ispravak pogreSaka. Strategije upravljanja pogreSkama je
automatski ispravak pogreSaka prema naprijed FEC pa se u skripti analiziraju i oblikuju FEC sustavi.

Glavna prednost ARQ u odnosu na FEC je, da otkrivanje pogreske zahtijeva mnogo jednostavniju
opremu za dekodiranje nego za ispravak pogresaka. Takoder, ARQ je prilagodljiva u smislu da se
informacija emitira samo ako dode do pogreske. Nasuprot tomu, ako je brzina pogreSaka u kanalu
velika, preCesto se ponavlja slanje pa brzina kojom se novo generirane poruke pravilno primaju -
propusnost sustava (system throughput), spusta se prema ARQ. U ovoj situaciji, hibridna kombinacija
FEC za najCes¢e uzorke pogresaka uz otkrivanje pogreske 1 ponovno odasiljanje za manje vjerojatne
uzorke pogreSaka, u¢inkovitija je od same ARQ.

0.7.2.  0.7.2. PARAMETRI KOJI SU RASPOLOZIVI ZA UGAPANJE

Temeljni raspoloZivi resursi'’ su: snaga signala, vrijeme i pojasna Sirina. Ta tri parametra &ine
medusobne ustupke (jedan prema ostalima). Temelji na kojima se rade ustupci, ovisit ¢e o onome §to
se u danoj situaciji trazi od svakoga parametra. Op¢i cilj je, postizanje maksimalnoga prijenosa
podataka uz minimalno kaSnjenje te odrzavanje prihvatljive kakvoce prijenosa. Kakvoca prijenosa bavi

12 , . Lo . . . . .. . .
resurs ... (fr. ressource) pomocno sredstvo, izvor pomoci; izvor (privrede) iz kojega se dobavljaju sirovine
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se vjerojatnoscéu pogreske bita Pp, u prijemniku. Postoje i drugi ¢imbenici koji odreduju kakvocu
prijenosa, u najSiremu smislu ali naglasak je na Py.

Shannon-Hartleyev zakon za kapacitet komunikacijskoga kanala pokazuje dvije stvari. Prvo, pokazuje
(kolic¢inski) kako se u idealnome sustavu mogu ugadati propusnost u odnosu na snagu signala 1 drugo,
daje teorijsku granicu za brzinu prijenosa, pouzdanu i bez pogresaka. Kako bi se postigla ta teorijska
granica, mora se pronaci odgovarajuc¢a shema kodiranja. Treba napomenuti da postoji kasnjenje kao
jos jedna veli¢ina kojom se moze/mora upravljati.

Cilj je ostvariti potrebnu brzinu prijenosa podataka uz ogranicenu raspolozivu Sirinu pojasa kanala i
ograni¢enu raspolozivu snagu napajanja. Brzina prijenosa podataka mora zadovoljiti prihvatljiv BER
(Bit Error Rate) i vrijeme kasnjenja. Ako unutar tih ograni¢enja nekodiran prijenos ne moze postici
zeljeni BER, onda mora pomo¢i upravljanje pogreskama kodiranjem bez narusavanja Shannon-
Hartleyeva zakona.

0.7.3. 0.7.3. KODIRANJE KANALA

Upravljanje pogreskama kodiranjem (takoder se naziva i kodiranje kanala) koristi se za otkrivanje i
ispravak simbola koji se prime kao pogresni. Za upravljanje pogreSkama sluzi oblikovanje spektra,
kodiranje izvora, itd.. Otkrivanje pogreSaka moze se koristiti kao pocetan korak u tehnici ispravke
pogreSaka, npr. uputiti prijemnik da automatski zahtijeva ponavljanje ve¢ prenesenoga signala.
Rezultat uspjesnoga ponovljenoga slanja ostecenih podataka jest ispravan prijem informacije.

Ve¢ prije, ukratko se opisao rad ARQ tehnika. Ako su ARQ tehnike nezgodne, kao Sto je slucaj, na
primjer pri velikome propagacijskome kasnjenju u mediju za prijenos, onda je prikladnije kodiranje
prema naprijed s ispravkom pogresaka FECC (forward error correction coding). FECC sadrzi
dodatne informacije (tj. zalihost) u prenesenim podacima, a to se moze iskoristiti ne samo za
otkrivanje pogresaka, ve¢ i njihov ispravak, bez potrebe za ponovnim slanjem.

Ovo poglavlje zapocelo je opom raspravom o upravljanju pogreskama u najSirem smislu. Prepoznalo
se 1 ukratko opisalo pet posebnih metoda upravljanja pogreSkama. Jedna od njih, FECC metoda,
detaljno se opisuje u nastavku. Definiraju se: Hammingova udaljenost izmedu para kodnih rijeci i
tezine kodnih rije¢i. Rasprava o FEC kodovima, (tablici 0.2), poCinje opisom blok-kodova uz posebnu
pozornost na skupinu linearnih kodova: cikli¢ki, Hammingov”, Golayev, BCH 1 Reed-Solomonov
kod.

Tablica 0.2: Pregledna tablica kodova za upravljanje pogreskama.

ARQ FEC kodovi
s.tvanl ' kontinuirana ARQ blok konvolucijski|turbo
priCekaj | (povezano kao cjevovod)
hajde selektivno nelinearne i .
- ) inearne skupine
natrag za N| ponavljanje skupine
generirane polinomom (cikli¢ki)
Golay BCH
Reed- | ginami BCH
Solomon
Hamming
e=1)  |®7

U skripti su prikazani koncepti kodiranja (ne strogo matematicki), ve¢ prema specifiénim primjerima
skupnih, cikli¢kih, konvolucijskih 1 turbo kodova. Detalji pojedinih primjena opisani su u skripti
laboratorijskih vjezbi i dosljedno prate predstavljenu teorijsku materiju.

" Hammingovi kodovi (1950) izvorno su se koristili za nadvladavanje pogresaka u medumjesnim tefonskim pozivima.
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1. Laboratorijska vjezba O: Brojevni sustavi, kodovi, osnovni i sloZzeni logic ki
sklopovi, logicka algebra, uvod u LogiSim

Napomena! Detal ji ove vjezbe su na MOODLE pod:
Laboratorijska vjezba O, u datotekama: Logicki sklopovi, Flip Flop i Logisim

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

Predgovor

Brojevni sustavi i kodovi

Kreiranje brojevnoga sustava

Brojevni sustavi

Dekadski brojevni sustav

Primjer: Tezine mjesta desno od dekadskoga zareza

Binarni brojevni sustav

Primjer: Odredivanje teZina mjesta prema polozaju koeficijenata
Binarni signali

Pretvorba brojeva izmedu binarnoga i dekadskoga sustava

Primjer: Pretvorba binarnog broja 1011001 u dekadski.

Primjer: Pretvorba dekadskoga broja 55 u binarni.

Primjer: Pretvorba dekadskoga broja 59 u binarni

Primjer: Pretvorba dekadskoga broja 0,6285 u binarni.

Primjer: Pretvorba dekadskoga broja 41 u binarni.

Oktalni brojevni sustav

Primjer: Op¢i prikaz broja u oktalnome brojevnome sustavu

Pretvorba brojeva izmedu oktalnoga i drugih brojevnih sustava

Primjer: Pretvorba oktalnoga broja 237,51 u dekadski.

Primjer: Pretvorba dekadskoga broja 267 u oktalni.

Pretvorba oktalnoga broja u binarni broj - koder (8, 3)

Primjer: Pretvorba oktalnoga broja 321 u binarni

Pretvorba binarnoga broja u oktalni broj - dekoder (3, 8)

Primjer: Pretvorba binarnoga broja 1011101010 u oktalni.
Heksadekadski brojevni sustav

Pretvorba brojeva izmedu heksadekadskoga i drugih brojevnih sustava
Primjer: Pretvorba izmedu heksadekadskoga i ostalih brojevnih sustava
Primjer: Pretvorba heksadekadskoga broja 2D7A u dekadski.

Primjer: Pretvorba dekadskoga broja 235 u heksadekadski.

Primjer: Pretvorba heksadekadskoga broja B7C u binarni.

Primjer: Pretvorba binarnoga broja 101101001001 u heksadekadski.
1.1.9. Prikaz relativnih brojeva

Primjer: Prikaz brojeva +41 i —41 pomocu bita za predznak i binarnoga broja.
. Primjer: Prikaz broja —37 pomocu bita za predznak i komplementa jedinice
1.1.10. Obic¢an komplement
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19. Primjer: Prikaz broja —41 pomocu bita za predznak i komplementa dvojke
1.1.11.  Komplementi binarnih brojeva

1.1.11.1. Komplementi s predznakom

1.1.11.2. Izraun komplementa dvojke

20. Primjer: Racunanje komplementa dvojke ulaznoga broja

1.1.12. Pregled klju¢nih pojmova

1.1.13. Pitanja i zadaci za ponavljanje

LogiSim 2.7.1
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1. POGLAVLJE 1 - TEMELJI ZASTITNOGA KODIRANJA

Osnove digitalnoga prijenosa informacija, a time 1 zaStitnoga kodiranja, postavio je Claude Elwood
Shannon 1948. Za diskretan kanal sa Sumom, definiraju se pojmovi: apriorna 1 aposteriorna
vjerojatnost, statistiCke zavisnosti kanala, mjera kvalitete prijemnoga uredaja, svojstva i1 vrste sadrzaja
informacije, logaritamske mjerne jedinice bit, nit, dit, entropija, transinformacija, irelevantnost,
ekvivokacija, brzina informacije, kapacitet kanala i njihove medusobne ovisnosti.

Slijedi kratak opis digitalnih, osnovnih i izvedenih modulacija (BPSK, QPSK, 8-QAM, 16-QAM, ...,
OFDM, ...), optimalan kod, .... Poglavlje zavrSava uvodom u rad digitalnih sklopova i u simulacijski
alat LogiSim opisom pojma pariteta i prakticnim primjerima vjezbi. Na kraju su popisane definicije
svih potrebnih, uvedenih pojmova.

1.1. 1.1. ZaStitno kodiranje signala

Objasnjenje naziva ovoga kolegija: "Zastitno kodiranje signala", zapocCinje najprije objaSnjenjem rijeci
signal u kontekstu pojma informacije, a onda i same rije¢i kodiranje. Na kraju se objasnjava slozenica
zastitno kodiranje.

1.1.1.  1.1.1.INFORMACIJA ...

Signali su materijalni nositelji informacije u najsiremu smislu i mogu poprimiti razne oblike."*
Najces$¢i materijalni nositelji informacija u komunikacijama su naponi, struje, svjetlo i opcenito
elektromagnetski valovi. Reverzibilan postupak,'” pretvorba je informacije iz jednoga oblika u drugi te
ponovna pretvorba u izvoran oblik. Primjer ireverzibilnoga postupka,'® prijevod je iz jednoga
prirodnoga jezika u drugi.

1.1.2. 1.1.2. KODIRANJE ...

Kodiranje je postupak kojime se ostvaruje maksimalna reverzibilnost. Utjecaj smetnji nikada se ne
moze potpuno ukloniti pa ni uvodenjem kodova s otkrivanjem 1 ispravkom pogresaka. Postupak
kodiranja generira uzorak podataka. Kodiranje informacije prikaz je skupa informacija pomoc¢u niza
simbola druge abecede. To je dio mehanizma kojime se omogucuje prijenos podataka velikim
brzinama kroz kanale sa Sumom.

11.3. 1.1.3.ZASTITNO ...

Zastitno kodiranje, metoda je zaStite od smetnji zbog prolaza informacije kroz kanal sa smetnjama.
Tajnopis (kriptografija), viSa je razina zastite informacija od zloupotrebe, a u nju spadaju: tajnopis
zasnovan na kodovima s ispravkom, kriptografski sustavi s tajnim klju¢em, DES (data encryption
standard) algoritam, vjerodostojnost (authentication), potpisi 1 zaStita od prijevara. Linijsko kodiranje
dio je zaStitnoga kodiranja koriStenjem modulacijskih postupaka digitalnih modulacijskih metoda.
Njihovi ciljevi su: prijenos podataka od izvora do odredista preko pojedinoga komunikacijskoga
kanala te zdruZivanje viSe kanala u jedan kanal s ciljem smanjenja pogreSaka i ucinkovitijim
koristenjem pojasne Sirine (bandwidth) kanala.

' Teorija informacija 1.doc

"> reverzibilan ... (lat. reversibilis) povratan, koji se moze povratiti; koji se moZe prevrtati, okretati (sukno); fiz. povratan
(supr. ireverzibilan); budu¢i da u prirodi ne postoji nijedno zbivanje (nijedan proces) koje nije povezano trenjem ili
provodenjem topline, onda su sva zbivanja u prirodi zapravo ireverzibilna, a reverzibilna zbivanja su samo idealan granican
slucaj; tijek svakoga zbivanja u prirodi usmjeren je tako da se zbroj entropija svih tijela koja sudjeluju u zbivanju povecava;

kod reverzibilnoga zbivanja, grani¢noga slucaja, ovaj zbroj ostaje nepromijenjen
16

ireverzibilan ... (lat. irreversibilis) nepovratan; ireverzibilni procesi, procesi Ciji se smjer i tijek ne mogu vratiti, npr.
zivotni procesi (razvoj od jajeta do pune zrelosti organizma), povijesni dogadaji i dr.; fiz. proces koji se ni na jedan jedini
nacin ne moze potpuno vratiti (svi drugi procesi su reverzibilni, tj. mogu se vratiti); drugim rije¢ima: ireverzibilan proces je
onaj nakon kojega se ne moze, ¢ak ni uporabom svih u prirodi postojecih sredstava (reagensa) uspostaviti svuda tocno

pocetno stanje, tj. ne moze se cjelokupna priroda vratiti u stanje koje je imala u pocetku procesa
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1.1.4.  1.1.4. DETERMINISTICKI | STOHASTICKI SUSTAVI

Pretpostavlja se da se u svakomu sustavu moze definirati skup S svih mogucih stanja toga sustava. Rad
sustava u vremenu jest zauzimanje odredenoga stanja iz skupa S. Ako se na temelju poznavanja stanja
sustava u odredenomu trenutku i spoznaja zakonitosti koje djeluju (u sustavu ili na sustav), moze
jednoznacno predvidjeti stanje sustava u buduénosti, kaze se da je sustav odrediv (deterministicki).

Ako se na osnovi poznatih zakonitosti i stanja sustava u sadasnjosti moze odrediti samo vjerojatnost da
¢e sustav poprimiti odredeno stanje iz uocenoga skupa mogucih stanja u buducnosti, onda se kaze da je
sustav vjerojatnosni (stohasticki/probabilisticki). Onda se samo moze pronaci odredena razdioba
vjerojatnosti na skupu svih mogucih stanja u buduénosti pa ostaje "manja ili ve¢a neizvjesnost" u vezi
stanja koje ¢e sustav imati u buduénosti. Naravno, u prirodi su vrlo Cesti sustavi koji su svrstani
izmedu dviju spomenutih krajnosti, tj. takvi sustavi koji nisu ni deterministicki, a ni stohasticki pa se
prognoze o zauzimanju njihovih stanja u budué¢nosti, mogu dati manjom ili ve¢om vjerojatnoscu.

1.1.5. 1.1.5. ENTROPIJA SUSTAVA

Korisno je imati odreden brojcani pokazatelj za mjerenje neizvjesnosti pa ¢e taj parametar (obicno se
naziva entropija’’ sustava), takoder posluZiti i kao mjera nereda ili kao stupanj razlikovanja od
deterministickoga sustava. Entropija izrazava stupanj jakosti statistickih veza unutar promatranoga
sustava. Ako statisticke zavisnosti prerastu u funkcijske veze, to je deterministicki sustav i onda je
entropija nula. Entropija se podrobnije opisuje u poglavlju 1.3.

Informacija je jedna od Cetiri Zivotno razlu¢ive komponente: materija, energija, informacija i svijest.
Odnosi izmedu ovih komponenata, mogu se opisati kao medudjelovanje dviju ili vise jedinki koje se
ostvaruje posredstvom materije, energije ili svijesti, a koje upravlja jedinke prema razlogu njihova
postojanja.

Sadrzaj informacije mjera je neodredenosti. Prijemnik poruke, mora poznavati jezik poruke. Poruka
treba biti korisna prijemniku, kako bi bila poticaj za donoSenje novih odluka i akcija. Razmjenu poruka
jedinki prate emocijsko-afekcijske reakcije. Na temelju iznijetoga, moguce je prepoznati slijedeca
informacijska motri§ta: sintakticko (uredivacko), semanticko"  (oznacivacko), pragmaticko
(djelatnicko) i estetsko (emocijska i poslovna inteligencija).

Informacija zagaduje okolinu kao S§to to ¢ini i troSenje energijskih resursa. Ona moze srusiti ili posve
unistiti uvjete zivljenja covjeka u nekoj okolini. Informacijsko zagadenje je za Covjeka pogubnije to
viSe §to se odvija na viSoj razini izmedu cetiriju spomenutih motriSta. Informacijsko doba prati
problem informacijske zasicenosti. Paradoks je, da ako Covjek raspolaze s vise informacija, onda je
nesigurniji pri odlucivanju. U njegovu djelovanju prisutna je sve ve¢a doza zanemarivanja.

1.1.6. 1.1.6. PODATAK I INFORMACIJA

Pojmovi podatak 1 informacija nisu sinonimi. Podatak je skup znakova, koji prikazuju jedan ili
nekoliko dijelova informacije. Podatak je podskup informacije. lako podatak posjeduje 1 sintakticko 1
semanticko svojstvo, pojam informacije prvenstveno je vezan za semanticka svojstva, a pojam podatka
prvenstveno je vezan za sintakticka svojstva.

Informacije su podaci povezani u smislene cjeline odnosno. Informacije su protumaceni podaci koji
primatelju donose novost ¢iju vrijednost on sam mora procijeniti. Pojam informacije blizi je
koncepcijskome pogledu na informacijski sustav. Na fizi¢koj razini, ¢eS¢e se govori o podatku, a na
koncepcijskoj o informaciji. Dakle podatak je saCuvana (zapisana - materijalizirana) informacija.

7 entropija ... (gr&. en u, trope) pretvaranje, entropia sadrzaj pretvaranja; fiz. funkcija ¢ija veli¢ina sluzi kao mjera za
vjerojatnost danoga stanja tijela ili sustava tijela; entropija tijela ili sustava tijela jest koli¢nik iz zbroja povecanja unutarnje
energije i vanjskoga izvrSenoga rada pri Sirenju toga tijela i apsolutne temperature; pri svakome procesu u prirodi zbroj
energija ostaje stalan, ali ta pretvorba energije iz jednoga oblika u drugi poveéava zbroj entropija svih jedinki koje
sudjeluju u procesu; u grani¢nome, zamisljenome slucaju za povratan proces, ovaj zbroj entropija ostaje nepromijenjen; u
prirodi su svi procesi nepovratni, ireverzibilni; otuda, osim nacela odrzanja energije, u prirodi vrijedi nacelo povecéanja
entropije; prvo nacelo je nuzno za objasnjenje zbivanja u prirodi, ali nije dovoljno te ga u tu svrhu dopunjuje drugo nacelo
'8 semantika ... grana filologije u kojoj se prou¢ava znacenje rijeci
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Podaci prikazuju, odnosno opisuju promatran dio stvarnoga svijeta. Podaci naj¢esée ne mogu potpuno
opisati stvaran svijet, ali ga mogu do odredene razine dovoljno detaljno opisati. Podaci necjelovito
opisuju objekte, dogadaje 1 njihova svojstva, ali korisniku dovoljno, jer odluku o tomu kako i kojim
podacima opisati stvaran svijet donosi korisnik ovisno o svojim potrebama. Prikupljanje i pohrana
podataka jest preduvjet ostvarivanja svrhe informacijskoga sustava ili nekoga njegovoga dijela.

Covjek tijekom svoga Zivota prihvaéa mnogo podataka, ali ih ne pamti odvojeno. Razvrstava ih i
stavlja u medusobne odnose (relacije). Isti koncept koristi se i u informacijskim sustavima. Zbog toga,
potrebno je poznavanje i razumijevanje strukture podataka. To se razumijevanje olakSava i biljezi za
buducu upotrebu, izradom modela podataka.

1.2. 1.2. Izvor, odrediste, sadrzaj informacije i mjera informacije

Osnovni model diskretnoga izvora informacije karakteriziraju'” tri veli¢ine:
. x e X={x1,x2, ..., Xm}, X ... skup od m poruka
. A={ay, ay, ...,a,}, A ... abeceda izvora s n znakova abecede

. p = {p(x1), p(x2), ..., p(x,)}, p ... razdioba vjerojatnosti pojave odredenih poruka x;.

sustav ponor

A 4

izvor

Slika 1.1: Komunikacijski sustav

1.21. 1.2.1. OSNOVE OPISA

Ako saznamo za dogadaj, Ciji nastup nije bio unaprijed odreden, intuicijski mozemo zakljuciti da
primamo informaciju. Odredenost nastupa nekoga dogadaja moze se mjeriti njegovom vjerojatnoscu.
Sto je nastup dogadaja vjerojatniji, to éemo manje informacije primiti poslije no §to se on stvarno i
dogodi. Nakon §to smo na ovaj nacin sadrzajno opisali informaciju, u sustavu na slici 1.2, odredit
¢emo kolicinske odnose.

» dekoder —»|odrediste

kanal

A 4

izvor =¥ koder

A

| smetnje |

Slika 1.2: Shannonov jednosmjeran komunikacijski kanal

Na wulazu nekoga komunikacijskoga sustava nalazi se konacan skup mogucih razlicitih osnovnih
simbola (npr., slova hrvatske abecede {4, B, C, ..., Z}). Ozna¢imo neki element toga skupa kao:

x, i=1,2,...,m.
Ulazni skup Izlazni skup
{xp, X, .0y X, ) Wi Yas oo Yt
— > kanal - >
Salje se x; prima se y;
a
smetnje

Slika 1.3: Komunikacijski sustav kroz koji prolaze informacijski simboli

" karakter ... (gr¢. charasso, charakter) urezujem, zbroj osobina ili svojstava kojima se neki ¢ovjek, neka stvar ili pojava
odlikuju; trajna osobina volje i nacina djelovanja nekog covjeka koja ga ¢ini onim §to je, tj. razli¢itim od svih drugih ljudi;
u uzem, psiholoSkom smislu: trajnost, stalnost i dosljednost u volji, u nacinu djelovanja; znak, obiljezje, bitna oznaka,
osobitost, osobita odlika, osobina, znacajka, svojstvo; priroda, narav; osoba s dobrim osobinama duse i srca: polozaj i ¢in,

zanimanje, stalez
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Kroz ulaz u komunikacijski sustav, cilj nam je propustiti neki (jedan odreden) element
x,i=1,2,...,m

ulaznoga skupa X. Zbog fizickih svojstava komunikacijskoga sustava, ne ocekuje se da ¢e se nakon
prolaza elementa x; kroz komunikacijski sustav, na izlazu pojaviti isti taj element x;, nego neki drugi
element takoder pripadnik ulaznoga skupa.

Napomena: Teorijski, moguce je da element nakon prolaza kroz kanal 1 pojave na izlazu kanala, ne
pripada ulaznome skupu {xi, xa, ..., X,»} ve¢ nekome proSirenome skupu {xi, X2, ..., Xm, ..., X}, ali to
nema trenutnoga znacaja i to se u ovoj skripti neée razmatrati.>

X | I
x, | I 5
izvor * o y.2 odrediste
_.+—P komunikacijski sustav - kanal —+—>
Xi | A | Y
2 |
xml i I Yn
I smetnje |

Slika 1.4: Simboli izvora i odredista

Nakon prolaza nekoga elementa x; naznacenoga skupa kroz komunikacijski sustav, na izlazu toga
sustava pojavljuje se opcenito neki element y;, preslikan iz ulaznoga skupa izmedu SVIH elementarnih
simbola {x;, x2, ..., X»,}. Ozna¢imo ga:

vie i=1,2,...,n.

Ovako opisan serijski prolaz ulaznoga elementa x;, kroz komunikacijski sustav, matematic¢ki se
prikazuje kao na slici 1.5.

X3 X3
— frx —=>x >
Salje se x; prima se x;

Slika 1.5: Matematicki prikaz prolaza elementa nekoga skupa kroz blok komunikacijskoga sustava

Ako na komunikacijski sustav ne bi djelovale smetnje, onda se svaki element iz skupa ulaznih simbola
X, bijekcijski preslikava u isti takav elementarni simbol izlaznoga skupa Y = X, tj. svaki element
ulaznoga skupa X preslikavao bi se u samoga sebe ali u izlaznome skupu Y. Medutim, na blok-
komunikacijskoga sustava djeluju smetnje (slika 1.6).

skup {X} | funkcija preslikavanja | skup {Y}
Salje se x; ffX>Y prima se y;
{xl:xzs "'9xm} 1 {ylayZn ""yn}

skup {Z}

| smetnje |

Slika 1.6: Smetnje djeluju na blok-komunikacijskoga sustava

Zbog utjecaja tih smetnji, a nakon prolaza kroz sustav, simbol na izlazu iz sustava, x;, i = 1, 2, ..., m,
ne mora se podudarati ni s jednim elementom ulaznoga skupa X, umjesto elementa y; = x;, pojavljuje
se neki element izlaznoga skupa, y;, j = 1, 2, ..., n, koji je razli€it od onoga preslika X = Y dok nije
bilo smetnji. O¢ito, ulazni skup X razli¢it je od izlaznoga skupa Y (m # n), u najSiremu smislu.
Skicirajmo novonastalu situaciju®' (slika 1.7).

20 U binarnome sustavu, ova pojava znacila bi da se od jedne binarne znamenke (ne kao simbola nego kao signala), nakon

prolaza informacije kroz kanal, stvore dvije ili viSe znamenaka. Medutim, svi algoritmi usmjereni su uglavnom na

pretvorbe jednoga binarnoga simbola (0 ili 1) u drugi i obrnuto.

! situacija ... (lat. situs, situatio) polozaj, stanje, polozaj (kuée, mjesta); drustveni polozaj, imovinsko stanje; opée stanje
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p(x)),x0 1, pP()

X5 ), X,0 s
Z.Zvorp( 2:) ) » l?(h)
' p(x;/y,) " odrediste
P(x), x; ——0y;, p(¥;)
p(x,),x,0 Vs P(Vy)

Slika 1.7: Ulazna i izlazna abeceda

Na primjer, pod simbolima x; mozemo podrazumijevati simbole ("slova") abecede izvora informacija,
a pod y; simbole kodirane informacije (slika 1.4):

. ulaz odnosno izlaz kodera informacije,

. ili da x; budu simboli kodirane informacije, a y; signali na izlazu kodera signala,

. ili x; signali na ulazu prijenosnoga sustava, a y; signali na izlazu prijenosnoga sustava
. itd.

Promatramo 1i postupak prijenosa informacija kroz odijeljene blokove sustava, u najjednostavnijemu
sluc¢aju, od n simbola na ulazu bloka izabire se neki simbol x;, za koji se na izlazu uocava simbol ;. Na
temelju primljenoga simbola y; potrebno je odluciti, koji je simbol x; predan na ulazu (slika 1.8).

Skup mogucih rijeéi

duzine &, (=2~ blokova) \ Kodne rije&i

2 \,13*“" Sfera najvjerojatnijih __-:31\:
__oétecenih kodnih rijegi >—

- e

~ Skup mogucih rijedi
T _duzine n, (=27 blokova) >—
~ d blokova)

— e

Slika 1.8: Kodiranje i dekodiranje:Pridruzivanje zalihosnih bitova s ciljem zastite informacije od
pogreSaka u kanalu.

Vecdi dio informacija kojima se koristimo, izraZzava se posredstvom nekoga "jezika" u kojemu vladaju
odredene statisticke zakonitosti. Ovdje ¢emo razmatrati jednostavan slucaj, gdje se informacije
predstavljaju pomoc¢u n simbola Cije su relativne frekvencije pojavijivanja medusobno nezavisne i u
potpunosti se odreduju apriornim vjerojatnostima p(x;). Sasvim je razumljivo da je skup svih simbola
potpun, iz ¢ega proizlazi:

S p)=1. (1)
i=1

1.2.2. 1.2.2. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE INFORMACIJA
o Na ulazu bloka odabire se neki simbol x;,
. za koji se na izlazu uocava simbol y;.

1. Relativne frekvencije ....

Pojave simbola x;, medusobno su nezavisne i potpuno su odredene reciprocnim odnosom
ukupnoga broja raspolozivih simbola ulazne abecede. Na primjer, iz abecede hrvatskih slova
{skup koji ima npr. 27 slova}, relativna frekvencija pojave svakoga pojedinoga slova (opc¢enito)
izrazena je kao:

1
=5

Uzmemo li u obzir ukupan broj slova, zbroj relativnih frekvencija SVIH slova je:

i=27

2 fi=1.
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Izracunata relativna frekvencija pojave nekoga simbola izmedu svih raspolozivih simbola ulazne
abecede, za medusobno neovisne simbole ulaznoga skupa X, jednaka je ...

... apriornim vjerojatnostima p(x;)

Apriorne vjerojatnosti odreduju relativne frekvencije, Sto za slucaj hrvatske abecede znaci da je
apriorna vjerojatnost pojave pojedinoga slova izmedu 27 slova abecede:

1 ..
)=—=0,037.
p(x;) %)

Zdruzene vjerojatnosti p(x;, yj) ...
... opisuju istovremenu pojavu parova (x;, ;) (i jedan i drugi = oba) — logicko & — mnozenje.
Prema tvrdnji o mnozenju vjerojatnosti:

p(x,y;)=px) - p(y;/x)=p;) p(x/y;). (1.2)
Uvjetna vjerojatnost p(yj/x;)

Ako je poznat fizikalni mehanizam pretvorbe simbola x; u simbol y;, moZe se izraCunati uvjetna
vjerojatnost p(y;/x;), Ona opisuje pojavu simbola y; na izlazu promatranoga bloka, ako je poznato
da je na ulazu poslan simbol x;. Djelovanje smetnji i slucajnih izobli¢enja, uzrokuju ove pojave
pa uvjetna vjerojatnost opisuje stupanj djelovanja smetnji.

ZdruZene vjerojatnosti p(x;, y;) mogu se odrediti jednadZbom (1.2) ako su poznate apriorne
vjerojatnosti p(x;) 1 uvjetne vjerojatnosti. Uvjetne vjerojatnosti p(y;/x;) odreduju nacini djelovanja
smetnji i1 slucajnih izoblicenja, a mogu se pribaviti sustavnim viSestrukim mjerenjima. Za ovako
definirane skupove simbola, vrijede relacije za apriorne vjerojatnosti p(x;) 1 p(x;):

p(x) =Y p(x,y;) P =D p(x, ;)
j=1 i=1

(1.3)
D p(x)=.p(y,)=1.
i=1 j=1

Sadrzaj informacije I, ...
... koji sa sobom nosi pojava dogadaja y; u odnosu na pojavu dogadaja x;.

S motriSta promatraca na izlazu sustava, pojava to¢no odredenoga ishoda y; svodi se na to, da
prvobitnu nesigurnost u odnosu na generiranje dogadaja x; [karakteriziranoga apriornom
vjerojatnosti p(x;)], zamjenjuje nesigurnost koja ostaje nakon pojave y;. Ovu preostalu
nesigurnost u potpunosti opisuje aposteriorna vjerojatnost p(xi/y;).

Aposteriorna vjerojatnost p(xi/y;)

Pojava dogadaja ); mijenja vjerojatnost pojave dogadaja x; iz apriorne p(x;) u aposteriornu
p(xily;). Aposteriornu vjerojatnost mozemo izraziti koriste¢i relacije (1.2) 1 (1.3) kao:
p(xiayj) _ p(xiayj)

PO YT p(x.y;)
Dakle, postoji fizikalna osnova (smetnje 1 izobli¢enja) za tvrdnju da je sadrzaj—informacijet;
ednesne—za—sada aposteriorna vjerojatnost p(x;/y;), Sto se odnosi na dogadaj x;, a statisticki je

povezana pojavom dogadaja y;, funkcija samo odnosa zdruZene vjerojatnosti p(x;, y;) 1 apriorne
vjerojatnosti p(x;). Zbog simetrije vrijedi:

p(x;/y;)= (1.4)

p(yj/xi)zp(xiayj): f(xiay]') ' (1.5)
p(x;) Zj:lp(xi,yj)
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Isti zakljucak vrijedi za sadrZaj informacije Sto se odnosi na dogadaj y;, a iskazuje da je pojava
dogadaja x;, samo funkcija odnosa vjerojatnosti p(x;y;) 1 p(x;). Ovime smo se priblizili
koli¢inskoj definiciji sadrzaja informacije I.

7. Uzajamni sadrZaj informacije I(x;; y;)

Uzajamni sadrZaj informacije I(x;; y;) odnosi se na dogadaj x;, a dobije se pojavom dogadaja y;
kao logaritamski odnos™” aposteriorne vjerojatnosti p(x;/y;) 1 apriorne vjerojatnosti p(x;):

p(x;/y;)

1.6
p(x;) (16

I(x;y;)=log
Matematicki izvod formule za sadrzaj informacije temelji se na nizu postulata i nece se ni
dokazivati niti obrazlagati.

1.2.3.  1.2.3. BIT, NiT, DIiT

Izbor baze logaritama odreduje jedinicu sadrzaja informacije. S motriSta tehnike, najprikladnija je
primjena logaritama s bazom 2 (dualni logaritam) $to je povezano primjenom binarnih digitalnih
sustava u prijenosu i obradi informacija.

Jedinica za sadrzaj informacije [ jest binarna jedinica ili krace [bit] (binary digif). Za matematicke
operacije informacijama, prikladno je koristiti se prirodnim logaritmima (baza e). U tomu slucaju
govori se o prirodnim jedinicama za sadrzaj informacije [nit]. Primjeni li se baza 10, informacija se
mjeri u dekadskim jedinicama [dit]. S nacelnoga motriSta, izbor baze logaritama nema bitnoga
znacenja, buduéi da se iz logaritama po jednoj bazi, moze pre¢i u logaritme po drugim bazama
poznatom relacijom:

log, k =log,a-log, k| (1.7)

Prirodna jedinica je veca 1,443 puta od binarne, a dekadska 3,322 puta. U nastavku, ako se posebno ne
napomene, upotrijebit ¢e se logaritmi baze 2 (dual logarithms).

1.2.4. 1.2.4. SLOZENI POJMOVI TEORIJE INFORMACIJA

PomnozZimo li brojnik 1 nazivnik u izrazu (1.6) s p(y;) dobivamo:

I(xi;yj)zldp(xl »;) p(y,)zld p(x;,y;) ' (1.8)
' p(x;)-p(y;) p(x;)-p(y;)
8. Uzajamni sadrzaj informacije I(x;; y;) (nastavak)

Veli¢ina I(x;; y;) s informacijskoga motriSta, karakterizira statisticku vezu (ovisnost) izmedu
dogadaja x; 1y;.

](xi;y_j)zl(yj;x[) (1.9)

Informacija Sto ju donosi pojava dogadaja y;, a koja opisuje dogadaj x;, jednaka je informaciji
koja opisuje dogadaj x;, u odnosu na y; i simetricna je funkcija u medusobnim odnosima
dogadaja x; 1 y;. To znaci da je sasvim svejedno promatramo li pojave simbola s ulaza prema
izlazu ili obrnuto. Prema tomu, mjeru sadrZaja informacije koju smo uveli prema izrazu (1.6),
mozemo nazvati uzajamnim sadrZajem informacije dvaju slucajnih dogadaja, jedan u odnosu
prema drugome. Ako su dogadaji x; 1 y; medusobno nezavisni onda je:

p(x,y;)=p(x) p(y;),

iz ¢ega slijedi

p(x:,¥;) _d p(x;,¥;)

I(x;;v.)=1d ,
(i) r(x)-p(y)  p(x,y;)

(1.10)

** Slozen matematicki postupak!
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10.

1.2.5.

dakle:

I(xi; ) =0, (1.11)
odnosno opisom: Ako ne postoji nikakva statisticka povezanost izmedu dvaju dogadaja x;, y;,
onda pojava jednoga nece donijeti nikakve informacije o drugome, pa je prirodno da uzajamna
informacija bude jednaka nuli.
Viastiti sadrzaj informacije I(x;) dogadaja x;

Veli¢ina I(x;) predstavlja sadrzaj informacije $to ga donosi sam dogadaj x; ili bilo koji drugi
dogadaj potpuno jednoznacno njime povezan. Iz izraza (1.6) slijedi, da ¢e uz Cvrst iznos
vjerojatnosti p(x;), uzajamna informacija I(x;; y;) imati maksimalnu vrijednost, ako je p(xi/y;) = 1
tj., ako y; sigurno 1 jednoznac¢no odreduje x;. Zbog statisticke nezavisnosti, brojnik u izrazu (1.6)
jednak je nuli pa je maksimalna vrijednost vlastitoga sadrzaja informacije:

I(x)=-1d p(x,) (1.12)

Razumljivo je da ¢e neki dogadaj svojom pojavom, sam o sebi donijeti najvise informacije nego
bilo koji drugi koji je njime statisticki povezan. Prema tomu ...

... uzajamni sadrzaj informacije izmedu dvaju dogadaja, ...

... nikada nije vec¢i od viastitoga sadrzaja informacije svakoga od njih, tj.

I(x;5y;) < 1(x;), I(x;59,) < 1(yy). (1.13)
Napomenimo da je viastiti sadrzaj informacije uvijek pozitivna veli€ina, jer je vjerojatnost:
0<px)<1.

Uzajamni sadrzaj informacije moze imati kako pozitivau tako 1 negativnu vrijednost.

(a) Pozitivnu vrijednost ima u slucaju, ako je vjerojatnost p(x;, ;) zajednickoga nastupa para
zavisnih dogadaja x; 1 y;, ve¢a od umnoska njihovih bezuvjetnih vjerojatnosti p(x;)-p(y;) (Sto
u stvari predstavlja vjerojatnost zajednickoga nastupa, ako bi dogadaji bili nezavisni).

(b) U obrnutomu slu¢aju, uzajamni sadrzaj informacije ima negativnu vrijednost.

1.2.5. VRSTE SADRZAJA INFORMACIJE

Pretpostavimo nadalje, da dogadaj x; nije statistiCki povezan samo dogadajem y; ve¢ 1 nekim tre¢im
dogadajem z;, k=1, 2, ..., [, pri ¢emu su poznate vjerojatnosti p(x;, y; zx). Zanima nas koliki je sadrZaj
informacije Sto ga donosi dogadaj y;, a koji se odnosi na dogadaj x;, ako je prethodno poznat dogadaj
zx. Sadrzaj informacije /(x;; y;/zx) koji odgovara ovakvoj situaciji nazivamo ...

11.

... uvjetni uzajamni sadrzaj informacije

Nakon pojave dogadaja (koji se dogada prije y;), spoznaja Sto se odnosi na dogadaj x;, mijenja se
od apriorne vjerojatnosti p(x;) u uvjetnu vjerojatnost p(xi/z;). Nakon pojave dogadaja y; ta se
vjerojatnost opet mijenja te se spoznajom o dogadaju x; odreduje aposteriorna vjerojatnosti
p(xi/yj-zi). Drugim rije¢ima u razmatranoj situaciji (uz prethodnu pojavu dogadaja z;) poCetna
nesigurnost u odnosu na nastup dogadaja x; karakterizirana je uvjetnom vjerojatnosti p(x;/zx), a
konacna aposteriornom vjerojatnosti p(xi/y;-z). Prema tomu logi¢kim poopéenjem izraza (1.6),
dolazimo do izraza za uvjetni uzajamni sadrzaj informacije:

p(xi/yj'zk)zld p(x;,y; 1)
p(x;/z) p(x;/z) p(y;/z)

I(x;p;/2z)=1d (1.14)

Izraz (1.14) mozemo poopciti 1 za slucajeve ako je prethodno poznato vise dogadaja, a ne samo
jedan.
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12.

13.

14.

15.

18

Sadrzaj informacije zajednicke pojave dogadaja

Sadrzaj informacije $to ga donosi zajednicka pojava dogadaja y; 1 zx, a odnosi se na dogadaj x;,
jednak je zbroju sadrZaja informacije dogadaja y; u odnosu na dogadaj x; i dogadaja z; u odnosu
na x; uz poznati y;.

I(x;;y;-z) =1(x3 v )+ 1(x;52, 1)) (1.15)
Taj rezultat podudara se naSom intuicijskom predodzbom o informaciji.
Uzajamni sadrzaj informacije slozenih dogadaja

I(xuy;yvp) = 1(Xug; )+ 1(xug;vg /v ) = 1(x59 )+ 1(x;5v/ y,) +

(1.16)
(g y; /%) + 1 (ug; v/ X0 y;)

U slucaju statisticki nezavisnih dogadaja, na desnoj strani izraza (1.16), drugi i tre¢i €lan postaju
jednaki nuli, a uvjetan sadrzaj informacije izrazen posljednjim ¢lanom, prelazi u bezuvjetan
sadrzaj informacije. Prema tomu, za nezavisne dogadaje iz izraza (1.16) slijedi adicijsko svojstvo
uzajamnoga sadrzaja informacije:

I(xug;yvp) = 1(x;5 ;) + 1 (ug;vg) (1.17)

Za slikovit prikaz izraza (1.17) moZemo razmatrati x; 1 #,, kao nezavisne simbole na ulazu dvaju
odijeljenih kanala, a y; i vg kao odgovarajuce simbole na izlazu spomenutih kanala (slika 1.9).
V.

X;
i - - 7
—>| komunikacijski sustqv - kanal |—>
7 )

[}

. 1 e
izvor [ | odrediste

\ !
o1,

v
N P
—PI komunikaciski sustav - kanal I—P

Slika 1.9: Statisticka zavisnost dvaju kanala

Sadrzaj informacije, primljen pojavom para izlaznih simbola $to se odnosi na par ulaznih
simbola, jednak je zbroju sadrZaja informacije, $to ga donosi svaki izlazni simbol o svomu
ulaznomu paru.

Prema analogiji s uvjetnim uzajamnim sadrzajem informacije mozemo uvestiti ...
... uvjetni viastiti sadrzaj informacije

Uvjetni vlastiti sadrzaj informacije /(x;/z;) dogadaja x; ako je poznat dogadaj z;, odreduje se
prema izrazu:

I(x;/z,)=-1d p(x;/z,). (1.18)
Uvjetni vlastiti sadrzaj informacije moze se predstaviti na dva nacina:

. kao maksimalan sadrzaj informacije $to ga moZe donijeti pojava dogadaja x; uz
poznat dogadaj z,

. kao sadrZaj informacije §to ga mora izraziti neki drugi dogadaj
tako da jednoznacno odredi dogadaj x;, uz poznat z;.

Uzajamni sadrzaj informacije izrazen pomocu vlastitih sadrzaja informacije je:

I(xi;yj) = I(xi)_](xi/yj) = ](yj)_l(yj/xi) . (1.19)
1z relacije (1.8) takoder mozemo izvesti da je:
Ixis yi) = 1(x;) +1(y;) = 1(xi ;) (1.20)
gdje je I(x;, y)) ...
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16. ... vlastiti sadrzaj informacije zajednickoga nastupa para dogadaja x; - y; koji iznosi:

I(x;,y;)=—1d p(x;,y;). (1.21)

Ako izraz (1.20) drugacije napiSe, tj. Clanovi I(x;; y;) 1 I(x;, ;) medusobno zamijene mjesta,
izlazi:

I ) =1(x) +1(y;) —1(xi3 y))- (1.22)

Izrazi (1.20) odnosno (1.21) opisuju da je ...
17. ... sadrZaj informacije slozenoga dogadaja (x;, y;),

ako se dogode oba dogadaja 1 x; 1 y;, jednak je zbroju sadrZaja informacije potreban za odrediti
dogadaje x; 1 y; umanjen za uzajamni sadrzaj informacije izmedu dogadaja x; 1 y;.

1.2.6.  1.2.6. MJERA KAKVOCE PRIJEMNOGA UREDAJA

U odredenim slucajevima komunikacijskih sustava, sadrzaj informacije odnosi se samo na pojavu
odijeljenih znakova i ne daje informaciju o sustavu kao cjelini. Zbog toga je potrebno uvesti velicine
koje cjelovito opisuju svojstva sustava. Ti podaci dobiju se uvodenjem prosjecnih (srednjih) sadrzaja
informacije za razne situacije, koje se odnose na cCitav skup dogadaja. Sadrzaj informacije Sto ga
donosi pojedini dogadaj, mozemo smatrati slucajnom velicinom, a pojavljuje se istom vjerojatnoscéu
kao 1 sam dogadaj. Dakle, sadrzaj informacije i pripadajuce vjerojatnosti Cine statisticki skup, za koji
se mogu izracunati prosjeci.

Najprije odredimo ...
18. ... srednji iznos uzajamnoga sadrzaja informacije I(x;; y;),
koji se odnosi na Citav skup dogadaja X = {x;}, i = 1, 2, ..., m, a njega unosi pojava nekoga
dogadaja y;.
i 1 2 m
1Cxis ) J(ESH ) NN (C5357)) o 1(Xm; )
UG ypl = pxidy)| paly) | p(aaly)) PCxn/yy)

Tablica prikazuje pojedine vrijednosti sadrzaja informacije /(x;; y;) 1 odgovarajuce vjerojatnosti
kojima se one pojavljuje. TraZen prosje€an iznos moze se izrac¢unati kao:
(x;/y;)

m m p
I(X;y) =2 1(x;y)p(x/y) =) p(x;/y;)d = (1.23)
i=1 i=l i
Veli¢inu /(X; y;) opisuje ...
19. ... srednji sadrzaj informacije

Sto ga donosi primljen simbol y;, a odnosi se na skup svih poslanih simbola iz skupa X. Ta
veli¢ina uvijek je pozitivna tj.
I(X;y,)20. (1.24)

Ako smatramo da skup X predstavlja bilo koji simbol $to ga se moze poslati, onda nejednadzba
(1.24) opisuje da neki primljen simbol y;, uvijek donosi pozitivan sadrzaj informacije o mogué¢im
poslanim simbolima. To nam moze posluziti kao ...

20. ... mjera kakvoce prijemnoga uredaja.
Ako je taj sadrzaj informacije veci, prijemni uredaj je bolji. Analognim postupkom mozemo
izraunati ...

21. ... srednje vrijednosti uzajamnoga sadrzaja informacije

zaskup Y= {y;},j =1, 2, ..., n, uz uévri¢en dogadaj x;:
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I(xi;Y):ip(yj/xi)ldM. (1.25)
=t p(y;)
Odredimo dalje ...
22. ... potpun srednji uzajamni sadrzaj informacije ...
... u skupu dogadaja Y Sto se odnosi na skup dogadaja X, izrazom:
I(X;Y):iip(xi,yj)ldp(xi—/yj). (1.26)

i=1 j=1 p(x;)

I gornji izraz zadovoljava uvjet (1.24). VeliCina I(X; Y) karakterizira sadrzaj informacije $to se u
prosjeku sadrzi u skupu primljenih simbola, a odnosi se na skup poslanih simbola i to prije slanja
bilo kojega odredenoga simbola.

Sada je potpuno razumljivo, da ¢e nas u praksi najvise zanimati tako definiran potpun srednji uzajamni
sadrzaj informacije 1(X; Y), a ne uzajamni sadrzaj informacije I(x;; y;) $to se odnosi samo na odredene
elementarne simbole odnosno elementarne dogadaje.
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1. Auditorna vjezba 1: Statisticka svojstva jezika

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na sustavu za podrsku nastavil
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1.3. 1.3. Entropija

1.3.1.  1.3.1. INFORMACIJSKA MJERA

Osnovni zadatak komunikacijskoga sustava je ucinkovit prijenos raznih informacija od izvora do
odrediSta, a znaci predaju Sto vecega broja istinitth podataka u zadanome vremenu kroz
komunikacijski sustav. U Matematickoj teoriji komuniciranja,”> Shannon je izradio matematicke
modele za opis osnovnih pojava u komunikacijskim sustavima. Odredio je mjeru za informaciju i
parametre za koli¢inski opis komunikacijskoga sustava. Upozorio je na mogucée nacine poboljSanja
rada komunikacijskih sustava te je dao njegov shematski prikaz (poglavlje 0, slika 0.2).

Da bi se mogli usporediti razli¢iti komunikacijski sustavi prema ucinkovitosti, nuzno je ustanoviti
zajedniCku mjeru, koja brojcano ocjenjuje volumen poslanih podataka i sposobnost sustava da te
podatke prenese. Istrazuju¢i kako matematicki definirati mjeru analize informacijskih sustava, H.
Nyquist i R. Hartley zakljucili su da mjera $to ju "nosi" pojedini signal mora imati logaritamsko
svojstvo. Hartley je predlozio da se signalu, kojega ga se bira iz skupa od » mogucih signala, pridruzi
informacija

I(n) =log n. (1.27)

Osnovni razlog za tako definiranu mjeru za informaciju, Hartley je nasao u ¢injenici da je informacija
koju nosi poruka, sastavljena od dvaju signala. Pri tomu se jedan bira iz skupa od m, a drugi iz skupa
od n mogu¢ih signala pa je mjera jednaka zbroju informacija $to ju nose pojedini signali. Budu¢i da
takvih uredenih parova signala ima m-n, pojedini ureden par signala nosi informaciju /(m-n), tako da
naveden zahtjev glasi

I(m-n) = I(m) + I(n) (1.28)
pa se odmah namece ideja da se za / uzme logaritamska funkcija
log(m-n) =log m + log n.
Uzimanje veli¢ine log n za mjeru informacije moze se potkrijepiti i ovim tvrdnjama:
1. log n > 0, za svaki prirodan broj n;
2.m<n=logm<logn.

Izlazi da je informacija uvijek pozitivna veli¢ina. Dakle, prijemom jednoga od » mogucih signala,
uklanja se odredena neizvjesnost koja je postojala prije prijema signala. Prema tomu, log n moZze se
predstaviti 1 kao mjera neizvjesnosti povezana odabirom jednoga od n mogucih izbora. Intuicijski,
veoma je prihvatljiva osobina da ve¢emu broju izbora, pripada i veca neizvjesnost.

Glavni nedostatak Hartleyeve mjere informacije jest u tome, §to se sve poruke iz skupa svih mogucih
poruka promatraju ravnopravno (jednako vjerojatno), a to nije u skladu s fizikalnom stvarnoscu.
Shannon je uocio da signali 1 poruke, kao 1 Sumovi u komunikacijskim sustavima, imaju statisti¢ka
svojstva pa je razumno pretpostaviti da se pojavljuju u skladu s odredenim razdiobama vjerojatnosti.

On je uzeo da signal koji se pojavljuje vjerojatnoscu p; > 0, nosi informaciju I(p) = log(1/p;) > 0. Ako
ima n mogucih signala Z; p; = 1 onda je srednja (prosjec¢na) koli¢ina informacije koju nosi pojedini
signal:

Hpi, ..., pn) =2 pi l(p))=— X p;log p,. (1.29)
Jasno, Hartleyeva definicija informacije, poseban je slucaj Shannonove definicije informacije uz p; =
1/n. Shannonova definicija informacije uzima u obzir Cinjenica da se signali pojavljuju u skladu s
odredenom razdiobom vjerojatnosti (pi, ..., p,), pri ¢emu je p; > 0 i 2p; = 1, tako da srednja
informacija po signalu ovisi jedino o toj razdiobi vjerojatnosti, a ne o nekim drugim veli¢inama koje su

* A Mathematical Theory of Communication, Bell System Tech. J. 27
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svojstvene signalima. Zato je Shannon i nazvao veli¢inu H(p,, ..., p,) entropija** konacne razdiobe
vjerojatnosti, jer se ona moze predstaviti 1 kao neizvjesnost u pogledu slucajnoga izbora jedne od n
mogucih vrijednosti kojima pripadaju vjerojatnosti py, ..., p,. Navedimo neka jednostavna svojstva §to
ih ima Shannonova entropija (slika 1.10), a koja ¢e jos viSe potvrditi njezinu prikladnost kao mjeru
informacijske neizvjesnosti:

(O H1)=0
(1) H(p,, ..., py) ne ovisi o permutaciji*’ vjerojatnosti, py, ..., py
(1) Hp, ..., pn, 0)=H(py, ..., pn) (uz dogovor 0 - log 0 =0).
(IV) H(1/m, ..., 1/n) = h(n), rastuéa je funkcijaod n € N.
(V) H(p, 1-p), neprekinuta je funkcijaza 0 <p <1

y

y= H(X, 1'X)

0 0,5 1

Slika 1.10: Krivulja entropije za binaran sustav uz vjerojatnosti p i (1-p)
(VD)  Ako je:
l<r<nmq=pi+...tp,ig2=pm+...+pu

onda je:

H(p, ...,pn) = H(q, ¢2) + qt H(pVqy, ..., p/q) + @2 Hpr1/q2, ..., pa/g2).  (1.30)

Ovom posljednjom relacijom iskazuje se da je neizvjesnost H(py, ..., pn), u pogledu izbora jednoga od
elemenata iz skupa {xi, ..., X», X,+1, ..., X»}, jednaka neizvjesnosti u pogledu izbora jednoga od skupova
Y1 1li Y3, uvecanoj za zbroj otezanih (ponderiranih) neizvjesnosti izbora jednoga elementa iz skupa Y,
odnosno skupa Y>.

Nakon tih spoznaja o Shannonovoj entropiji, ucvrséuje se uvjerenje da je ona prikladna mjera za
neizvjesnost situacije opisane pomocu konacne razdiobe vjerojatnosti. Prirodno se namece i pitanje, je
li navedenim svojstvima (I) - (VI) sasvim opisana mjera neizvjesnosti, odnosno je li Shannonova
entropija jedina moguca mjera neizvjesnosti navedenih svojstava.

Odgovor na to pitanje sadrZan je u tzv. teoremu jedinstvenosti, koji isti¢e upravo ona svojstva pomocu
kojih se moze dokazati da je mjera za neizvjesnost, kao odredena funkcija prirodnoga broja n 1
konaéne razdiobe vjerojatnosti (pi, ..., pu), (p; = 0, 2p; = 1), upravo Shannonova entropija, uz
logaritamsku bazu jednaku 2 (dual logarithms). To je povezano primjenom binarnih digitalnih sustava
u prijenosu, preradi i zaStiti informacija. Prema tomu, binarna jedinica [bit], mjerna je jedinica sadrzaja
informacije.

1.3.2.  1.3.2. ZAKLJUCCI O ENTROPIJI

Mjera "sadrzaj informacije" jest opce koli¢insko svojstvo nezavisno o odredenoj fizikalnoj prirodi
vijesti. Uvodenje pojma sadrzaja informacije moze se iznijeti u dvije osnovne tvrdnje (teorema):

1.  Broj binarnih znamenaka koji je u prosjeku potreban da se predstavi bilo kakva vijest, jednak je
sadrzaju informacije $to ju ta vijest posjeduje.

* Ve¢ je R. Boltzman (1844-1906) upotrebljavao izraz: u = -k plogp, » pi = 0, H = Jogp,= 1, (k ... Boltzmanova

konstanta), koji je nazvao entropijom idealnoga plina, za opisivanje stanja idealnoga plina ¢ija se molekula vjerojatnoscu p;
nalazi u i-tome dijelu faznoga prostora. Za spontano odvijanje fizikalnih procesa karakteristicno je povecanje entropije.
» permutacija ... (lat. permutatio) promjena, razmjena, razmjenjivanje, zamjenjivanje; mat. premjeitanje, mijenjanje
mjesta u nizu odredenoga broja danih elemenata
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2. Mogucée je kodirati i dekodirati signale tako, da vjerojatnost pogreSnoga prijema predane
informacije bude po volji mala.

Postupak odasiljanja i prijenosa informacije mozemo shematski ovako opisati (slika 1.11):

| =
1ZVOR ——1- KANAL - :—> ODREDISTE

Slika 1.11: Odasiljanje i prijenos informacija

Izvor Salje signal X (slucajna varijabla definirana na skupu svih mogucih stanja izvora informacije)
koji se u kanalu "mijesa Sumom" Z (slucajna varijabla) pa primatelj prima signal Y (slucajna varijabla
ili funkcija varijabli X i Z). Zato je uobiCajeno da se definira viastita informacija I(X) §to ju "nosi"
signal X 1 uzajamna informacija I(X, Y) Sto ju primatelj dobiva o X kada primi Y. Neka je X diskretna

slucajna varijabla u skupu vrijednosti R(x) = {x1, x2, ...} S vjerojatnostima p; = P(X=x;) > 0, Zi pi=1.

Ako je varijabla X signal Sto ga Salje dani izvor informacije u odredenomu trenutku, onda kazemo da
se signal x; Salje vjerojatnoS¢u p; 1 da se pri tomu generira informacija /(x;). Slucajna varijabla /(X)
zove se viastita informacija slucajne varijable X. Promotrimo li ocekivanje slucajne varijable /(X),
odmabh vidimo da je:

E[I(x)] = —Zl (x)pi =— Z pilogy pi= H(X). (1.31)

Dakle, ocekivana ili srednja vrijednost E[/(x)] vlastite informacije /(X) slu€ajne varijable X, isto je Sto i
entropija slucajne varijable X. Entropija je mjera neizvjesnosti stanja sustava koji svoja stanja poprima
u skladu s danom razdiobom vjerojatnosti. Mozemo re¢i da je H(X) u izvoru informacije, mjera za
neizvjesnost odasiljanja signala. Konacno E[I(x)] je prosjecna informacija $to ju nosi signal odaslan iz
toga izvora.

Intuicijski je posve prihvatljivo da se te dvije veli¢ine podudaraju, jer generiranjem signala "nestaje
neizvjesnost" koja je postojala prije odasiljanja signala. Ako, uz p = 1, ofekujemo generiranje
odredenoga signala, neizvjesnosti u vezi emitiranja poruke nema - entropija je nula kao i koli¢ina
informacije. Koder 1 dekoder kanala vezani su usko uz sam kanal odnosno sustav modulacije. Postupke
kodiranja i dekodiranja uz komunikacijski kanal moZemo opisati odgovaraju¢im funkcijama (vidi sliku
1.12):

koder kanala kanal dekoder kanala
—»z L’x _»: ................... i—»y —l’xah_‘v>27
| N

srngtnjz

Slika 1.12: Komunikacijski kanal opisan odgovarajucim funkcijama

1.3.3. 1.3.3. KODIRANJE | DEKODIRANJE

Kao nositelji informacije u svim fazama komuniciranja, javljaju se odredeni n-struki nizovi simbola
koji se podvrgavaju postupcima kodiranja 1 dekodiranja. Uobicajeno je da se takvi kodovi nazivaju
blok-kodovi. Govori se o blok-kodu duljine n. Pri ustroju kodera i dekodera kanala, postoji moguénost
izbora prirodnoga broja n. Vazna veli¢ina jest koeficijent prijenosa ili brzina blok-koda:

r= ﬁ (1.32)
n
Definicija 1.1: Ako su zadani prirodni brojevi:
) Ink . ) el
kin> oo i ako je odabrano k razli¢itih elemenata {xi, ..., x;} € U'l, (1.33)
n
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onda kazemo da je zadan koder kanala ili blok-kod duljine n, a oznacavamo ga (n, k) kdd. Broj svih
mogucih poruka k koje dolaze u koder kanala r, mozemo razumjeti kao maksimalnu koli¢inu
informacije koja otpada na jedan signal u n-¢lanome nizu x € U". PoZeljno je da r bude §to vedi, jer se
onda informacija brze prenosi kroz zadani komunikacijski kanal. Vjerojatnost pogreske pri
dekodiranju, kljucan je pojam u ovomu podrucju, a odnosi se na uvjetnu vjerojatnost

Py eSh)(i=1,2,...,k),

da se na izlazu kanala dobije niz y koji pripada skupu S; V", ako je izlazni niz x; (x, € M < U"). U
tomu slucaju, uz primjenu dekodiranja pomocu dane funkcije g, imamo prijenos poruke z; bez
pogreske, pa je:

P(ye Six)=1-P(y € S/x) = P(Elz), i-1,..,k

vjerojatnost pogreske pri prijenosu poruke z;. Funkcije g, A, ..., biraju se tako da pogreSnoga
dekodiranja bude $to manje. Ako stavimo da je:
max P(E/z;)=¢ 1<i<k,

onda parametar ¢ (0 < ¢ < 1) karakterizira koder 1 dekoder u smislu pouzdanosti prijenosa informacije.
Jedan od glavnih problema sastoji se upravo u tomu da se nadu uvjeti Sto ith moraju zadovoljiti koder 1
dekoder tako da "signal prenese kroz kanal" svu informaciju koju je preuzeo od izvora informacije i to
vjerojatnosc¢u Sto blizoj jedinici.

U temeljnoj tvrdnji o diskretnomu kanalu bez memorije, kapaciteta C > 0, dokazuje se da je uz uvjet
< C, moguce ustrojiti koder i dekoder tako da, ako n—o0, € eksponencijski tezi nuli. Nemoguce je
ustrojiti blok-kod s vie od k = ¢"C kodnih rije¢i i odgovarajuéu shemu odludivanja za koju bi
maksimalna vjerojatnost pogreske tezila nuli, ako » tezi u beskonacnost. Shema odlucivanja ili koder

kanala, svaka je funkcija g, koja bijekcijski preslikava vektorski prostor 7 u skup raspolozivih poruka
M:

lo: V' > M= {x, ..., x} ] (1.34)

Definicija 1.2: Svaka funkcija g: V" — M = {x,, ..., X} zove se dekoder kanala ili shema odluke.

1.3.4. 1.3.4.INFORMACIJSKI KAPACITET ABECEDE

Razmotrimo dogadaje x; kao elementarne simbole abecede, a u sluc¢aju da se svi simboli pojavljuju
jednakim vjerojatnostima. Nejednadzba H(X)<Id n pokazuje, da je sadrzaj informacije, §to ga u
prosjeku donosi jedan simbol abecede, maksimalan i jednak dualnomu logaritmu broja simbola
abecede. Ako na taj nacin promatramo situaciju, mozemo veli¢inu H,(X) nazvati informacijskim
kapacitetom abecede, $to predstavlja maksimalan prosjecan sadrzaj informacije, koji se moze dobiti
pomoc¢u neke abecede. U najjednostavnijemu slucaju, ako se abeceda sastoji od dvaju znakova,
informacijski kapacitet takve abecede bit ¢e 1d 2 = 1 [bit].

1.3.5. 1.3.5. UVJETNE ENTROPIJE

Na temelju sljede¢ih izraza od (1.35) do (1.37) mogu se prepoznati tri razliita smisla srednjega
uzajamnoga sadrzaja informacije.

1. lIzizraza
I(X;Y)=H(X)+HY)-H(X,Y), (1.35)
proizlazi da je srednji uzajamni sadrzaj informacije jednak razlici izmedu srednjega sadrzaja
informacije potrebnoga za odredivanje skupova dogadaja X i Y odvojeno (kao da su oni
statisticki nezavisni) i srednjega sadrzaja informacije potrebnoga za odredivanje skupa parova
dogadaja XY.

2. 1z izraza
HX-Y)=HX)+HY/X), (1.36)
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slijedi da za nezavisne dogadaje vrijedi H(XY) = H(X) + H(Y), $to ima za posljedicu da je srednji
uzajamni sadrzaj informacije jednak nuli, /(X; Y) = 0. Prema tomu ovakvo tumacenje znaci, da
veliina /(X; Y) predstavlja mjeru statisticke veze medu skupovima dogadaja X1Y.

I(X;Y)=H(X)-H(X/Y) (1.37)
I(X;Y)=HY)-HY/X) (1.38)
3.  Zatumacenje srednjega uzajamnoga sadrzaja informacije veoma su vazni izrazi (1.37) 1 (1.38).

Razmatramo li dogadaje x; kao elementarne simbole informacije na predajnoj strani
komunikacijskoga sustava uz djelovanje smetnji (slika 1.13), a y; kao elementarne simbole na
prijemnoj strani, spomenuti izrazi pokazuju fizikalnu prirodu prijenosa informacija.

= n m
EnTROPIIA SUMA W IRELEVRITNOST QT (Y / X) = =21 p(x;, ) 1d p(y; /%)
! i=l. j=1
|

PRIENINIK

1

1

i

1

; I(X.Y) :

ULAZNA ENTROPIJA : TRANSINFORMACIJA IZLAZNA ENTROPIJA

i

i

PREDAJNIK

1
1
1
1
~
1
1
1

UVJETNA ENTROPIJA ili EKVIVOKACIJA
Slika 1.13: Informacijski tokovi

1.3.5.1. 1.3.5.1. Transinformacija
Velic¢ina I(X; Y) ovdje jasno poprima smisao transinformacije Hr, jer je to upravo
. onaj dio sadrzaja informacije koji generira izvor (entropija izvora), a
. koji dolazi do prijemnika, a to je preneseni dio.

Prijenos informacija mozemo promatrati s dvije tocke motrista:
1.  predajne strane i
2. prijemne strane.
1. Fizikalnu sliku prijenosa informacije gledano s motrista predajnika daje izraz (1.37):
I(X;Y)=H(X)-H(X/Y).
U tomu slucaju, srednji uzajamni sadrzaj informacije I(X; Y) = Hy (transinformacija), jednaka je
razlici izmedu:

. onoga srednjega sadrzaja informacija potrebnoga da se odredi
{skup simbola X}
prije prijema simbola Y, tj. H(X) i onoga

. {skupa simbola X} koji je za to potreban
poslije prijema Y, tj. HX/Y).
1.3.5.2. 1.3.5.2. Ekvivokacija
Prema tomu ocito je da:

. entropija H(X) opisuje srednji sadrzaj predane informacije,
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. veli¢ina I(X; Y) = Hy, opisuje srednji sadrzaj primljene informacije,
koji se odnosi na predanu vijest, a

. uvjetna entropija H(X/Y) opisuje srednji sadrzaj izgubljene informacije
(istisnute iz kanala) zbog utjecaja smetnji.

. Veli¢ina H(X/Y) opisuje neodredenost u odnosu na skup X koja jos$ ostaje nakon prijema Y,
zbog

o ne-jednoznacnoga pridruzivanja odgovarajucih simbola (izlaz-ulaz), a
o Sto nastupa zbog utjecaja smetnji.
. Zato se veli¢ina H(X/Y) jo§ naziva "ekvivokacija" (mnogozna&nost)®’.

2. Izraz (1.38)) I(X;Y)=H(Y)— H(Y/X) prikazuju nam situaciju promatranu s prijemne strane.

Uslijed djelovanja Sumova, prijemnik ne moze sa sigurno$¢u ustanoviti kojemu simbolu s predajne
strane pridruziti primljeni simbol.

Izraz (1.38) izrazava srednji sadrzaj prenesene informacije I(X; Y) = Hr, kao razliku:
. srednjeg sadrzaja informacije H(Y) koju prijemnik stvarno prima i

. srednjeg sadrzaja informacije, H(Y/X) koji je sadrzan u primljenim simbolima
pod uvjetom da je prethodno poznata predana informacija.

1.3.5.3. 1.3.5.3. Irelevantnost

Veli¢ina H(Y/X) odreduje se strukturom smetnji i opisom njihova medudjelovanja (interakcije)
signalom. Zato se veli¢ina H(Y/X) Cesto naziva i entropija suma. Budu¢i da ona u ukupnome sadrzaju
informacije Sto dolazi do prijemnika, predstavlja dio koji se ne odnosi na predanu informaciju, naziva
se jo§ i irelevantnost™ .

1.3.5.4. 1.3.5.4. Uvjeti optimalnoga kodiranja

Ako su kodne rijeci binarnih kodova sastavljene od razliCitoga broja binarnih simbola, kodovi su
neravnomjerni i to predstavlja poteskocu pri dekodiranju. Ravnomjerni binarni kodovi imaju kodne
rijeci sastavljene od jednakoga broja binarnih simbola.

Entropija H(U) skupa elementarnih vijesti, izraZzava prosjeCan sadrZzaj informacije potreban za
jednoznac¢no odredivanje bilo koje vijesti (dogadaja) iz toga skupa. Svaki simbol kodne abecede u
prosjeku donositi maksimalan sadrzaj informacije. On je jednak informacijskome kapacitetu abecede
1d L, ako su svi simboli medusobno nezavisni i jednako vjerojatni. Srednjim brojem takvih simbola 7 ,
moze izraziti maksimalan sadrZaj informacije jednak 7 1d L. Prosjec¢an broj kodnih simbola u kodnoj
rijeci, a koja predstavlja jednu elementarnu vijest, ne smije biti manji od odnosa entropije skiipa vijesti
1 kapaciteta kodne abecede. Matemati¢kom obradom prethodnih jednadZzbi dobije se:
MSﬁ<w+l, (1.39)
IdL IdL

a to je grani¢na vrijednosti za 7. ProsjeCan broj kodnih elemenata potrebnih za kodiranje neke
HU) . HQU) n(U)

elementarne vijesti je cio broj izmedu vrijednosti -~ 1 437~ +1 ukoliko veli€ina 77~ vec nije cio

broj. Time su izrazeni uvjeti optimalnoga (ekonomi¢noga) kodiranja elementarnih vijesti.

% ekvivokacija ... (lat. aequivocatio) dvosmislenost, jednak izri¢aj, dvostruka (viSestruka, neodredena) znalenja,
dvosmislica.

T irelevantan ... (lat. irrelevans) neznatan, beznacajan, si¢usan, mali, koji je bez znacaja, nevazan
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2. Auditorna vjezba 2: Entropija

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na sustavu za podrsku nastavil

CH(X/Y H' X/Yz
ENTROPIVA SUMA ili IRELEVANTNOST UVJETNA ili CIJA

RANSINFORMACIJA
ENTROPIJA IZVORA ENTROPIJA ODREDISTA
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1.4. 1.4. Digitalne modulacije

1.4.1. M-struka signalizacija, 1.4.2. Kodiranje valnoga oblika, 1.4.3. Modulacija, 1.4.4. Modulacija impulsnih signala

Digitalne modulacije, nadopuna su zastitnome kodiranju, a sluze za prijenos povecane koliCine
informacijskih bitova, kanalom ograni¢enoga propusnoga pojasa. Ako se blok-kodovi podvrgnu
modulacijskome postupku, to se prepoznaje kao modulacija kodiranoga bloka BCM (block coded
modulation). U koliko se isto napravi nad konvolucijskim kodovima, postupak se prepoznaje kao
modulacija kodirane resetke TCM (trellis coded modulation).

1.4.1. 1.4.1. M-STRUKA SIGNALIZACIJA

U M-strukoj signalizaciji, procesor prihva¢a k podatkovnih bitova u isto vrijeme. Onda ih upucuje
modulatoru za proizvodnju jednoga od M = 2¥ valnih oblika. Binarna signalizacija poseban je slucaj u
kojemu je k= 1. Za k > 1, sama M-struka signalizacija moze se smatrati postupkom kodiranja valnoga
oblika. Za okomitu signalizaciju (npr., MFSK)®, poveéanjem k unaprjeduju se svojstva pogresaka ili
se smanjuje potreban odnos E»/N,, na Stetu propusnosti. Ne-okomita signalizacija (npr., MPSK)®
iskazuje bolju iskoristivost pojasne Sirine, na Stetu naruSavanja svojstava pogreSaka ili povecanja
obveznoga odnosa Ep/Ny. Uz odgovarajuéi izbor valnih oblika signala, moze se ostvariti ustupak
izmedu vjerojatnosti omjera pogresaka, E,/Ny 1 u€inkovite propusnosti.

1.4.2. 1.4.2. KODIRANJE VALNOGA OBLIKA

Postupci kodiranja valnoga oblika pretvaraju skup valnih oblika (koji predstavljaju skup poruka) u
poboljsan skup valnih oblika. PoboljSan skup valnih oblika onda se moze iskoristiti da se osigura veca
vjerojatnost pogreske bita Pg u odnosu na izvorni skup. Najpopularniji takvi kodovi valnih oblika
nazivaju se okomiti 1 dvo-okomiti kodovi. Postupak kodiranja nastoji da se svaki od valova u
kodiranome signalu postavi nasuprot (pomaknut za 180°) ako je to moguce. Cilj je, izmedu svih
parova signala napraviti koeficijent krizne korelacije z;, §to je mogu¢e manjim. Najmanja moguca
vrijednost koeficijenta krizne korelacije postiZze se ako signali imaju suprotne faze (z; = —1). To se
mozZe posti¢i samo za 2 simbola u skupu (M = 2) i samo ti simboli su protufazni (slika 1.14).

protufaza kvadrat kvadrat trokut

protufaza (1, 3) (4,12) (4, 4) trokut heksagonalan

M=2 M=4 M=38 M=16

Slika 1.14: Primjeri M-strukih konstelacija® amplitude i faze

U nacelu, moguce je da su svi koeficijenti krizne korelacije nula. Za skup se onda kaze da je okomit.
Skupovi protufaznih signala su optimalni ako je svaki signal maksimalno udaljen od ostalih signala u
skupu. Udaljenost d izmedu signalnih vektora je d = 2VE (vidi dodatak: 10.5. Protufazni i okomiti
signali), gdje E predstavlja energiju signala za vrijeme trajanja simbola 7. Usporedbom s protufaznim

2 multi-level frequency shift keying ... viSe-razinska modulacija frekvencije
0 multi-level phase shift keying ... viSe-razinska modulacija faze
3 konstelacija (lat. constellatio) astr. zvijezdano jato, zvijezde; polozaj zvijezda i njihov toboZnji utjecaj na ljudsku sudbinu;

neko odredeno svrstavanje; fil. psihicka konstelacija opce prethodno stanje svijesti; pren. stjecaj prilika
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signalima, svojstva udaljenosti okomitih skupova signala mogu se shvatiti kao "prilicno dobra" za
odredenu razinu energije valnoga oblika.

Krizna korelacija izmedu dvaju signala, mjera je udaljenosti medu signalizacijskim vektorima. Sto je
krizna korelacija manja, vektori su udaljeniji jedan od drugoga. Onda protufazne signale predstavljaju
vektori (z; = —1), najudaljeniji jedan od drugoga. Okomite signale (z; = 0) predstavljaju vektori najbliZi
jedan drugome. Za z;; = 1, udaljenost izmedu dvaju istih valnih oblika jednaka je nuli.

Uvjet okomitosti predstavlja se valnim oblicima s(?) 1 5,(f), gdje su: i, j = 1, ..., M, a M je veli¢ina
skupa valnih oblika. Svaki valni oblik u skupu {s;(¢)}, moze se sastojati od niza impulsa, pri cemu je
svaki impuls oznacen razinom +1 ili —1 i te razine predstavljaju binarne znamenke 1 odnosno 0. Ako
se skup {s{(f)} izrazava na ovaj nacin, jednadzba iskazuje da se on sastoji od okomitih signala onda i
samo onda ako je

_ broj podudarnih znamenaka — brojnepodudarnh znamenaka {1 zaii=j (1.41)

ukupan brojznamenaka 0 Za:ii# j

1.4.3. 1.4.3. MODULACIJA

Prijenos digitalnih podataka preko analogne veze ostvaruje se modulacijom, gdje se digitalni tok bitova
modulira analognim signalom nositeljem. Uredaj koji naj¢es¢e koristi ovu tehniku zove se modem
(modulator-demodulator). Prije napustanja uredaja, digitalni tokovi bitova pretvaraju se u analogni
signal, a na prijemnoj strani, analogni ulazni signal pretvara se u digitalan tok bitova (slika 1.15).

modem modem
Slika 1.15: Uloga modema.

wiai =I=
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Moguce su tri osnovne vrste modulacija:

1. Modulacija amplitude AM (Admplitude Modulation). Za modulaciju amplitude, amplituda signala
nositelja mijenja se ovisno o vrijednosti bitova modulacijskoga digitalnoga signala. Na primjer,
za predstaviti vrijednosti bitova 0 odnosno 1, mogu se koristiti dvije veli¢ine amplitude (jedna
manja, a druga veca). Glavna slabost modulacije amplitude, njezina je osjetljivost na izoblicenja
(slika 1.16).

1 0 1 0 l Moduliranje signala — (tok bitova 1010)

Moduliranje signala amplitudama

Slika 1.16: Modulacija bitova dvjema razlicitim amplitudama

2. Modulacija frekvencije FM (Frequency Modulation). Za modulaciju frekvencijom, mijenja se
frekvencija signala nositelja sukladno vrijednostima bitova modulacijskoga digitalnoga signala.
Na primjer, za predstaviti vrijednosti bitova 0 odnosno 1 mogu se koristiti dvije razliCite
vrijednosti frekvencije (jedna manja, a druga veca). Modulacija frekvencije otpornija je na
izoblicenja od modulacije amplitude (slika 1.17).

| 0 | Moduliranje signala — (tok bitova 1010)

Moduliranje signala frekvencijama

Slika 1.17: Modulacija bitova dvjema frekvencijama
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3. Modulacija faze PM (Phase Modulation). Za modulaciju faze, faza signala nositelja mijenja se
ovisno o vrijednosti bitova modulacijskoga digitalnoga signala. Promjena faze signala nositelja,
oznacava promjenu vrijednosti bitova modulacijskoga digitalnoga signala (promjena 0 u 1 ili
promjena 1 u 0), slika 1.18.

| 1 0 1 0 | Moduliranje signala — (tok bitova 1010)

Moduliranje signala fazama

" Slika 1.18: Modu'lacija bitova dvjema razlicitim fazama

Svako stanje moduliranoga signala odreduju Cetiri binarna simbola. Grayevim kodom, obostrano se
pridruzuju binarni simboli i1 diskretna stanja moduliranoga signala. Modulacijski postupak prema slici
1.19 naziva se PSK*"! postupak s Cetiri razine amplitude 1 Cetiri razli¢ite faze.

o) olm o o)
o) o) o) o)
S} S} S} S} Re
o) o) o) o)

a) PSK-postupak s 4 stanja amplitude odnosno faze b) QASK-postupka sa 16 mogucih stanja
Slika 1.19: Moguci poloZaji vrha jedinicnoga usmjerenoga rotacijskoga vektora (versor)
moduliranoga signala

Amplituda predstavlja iznos vektora, a fazni kut odreduje smjer vektora. Da bi se naznacila razlika,
koriste se zamjenski izrazi kao: fazor, sinor, versor ili kompleksor, koji potvrduju da se sinusne
funkcije mogu predstaviti 1 predstavljaju se kao vektori. Vektorski prikaz i uporaba odgovarajucih
vektorskih dijagrama, omogucuju jasan prikaz izmjenic¢nih vrijednosti.

Prema preporukama udruge CCITT, PSK postupak upotrebljava se za prijenos digitalnih signala od
9600 bit/sek, a brzina rada u digitalnome prijenosu iznosi 2400 [Bd]. Postupak prema slici 1.19 naziva
se diskretnom kvadraturskom modulacijom amplitude sa 16 diskretnih stanja (QASK;¢). Modulacijski
postupak PSK, odgovara diskretnoj kvadraturskoj modulaciji amplitude s cetiri diskretna stanja
(QASK,). PSKy-signal dobiva se diskretnom kvadraturskom modulacijom amplitude prijenosnoga
signala (slika 1.19) . ProSiri 1i se taj postupak na 16 diskretnih stanja moduliranoga signala, dobije se
QASK; (slika 1.20

o
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Slika 1.20: Digitalna sinteza sinusnoga signala zan = 16

3! PSK (Phase Shift Keying) ... modulacija faze
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1.4.4. 1.4.4. MODULACIJA IMPULSNIH SIGNALA

Sinusni valni oblik prirodan je oblik signala za prijenos informacija posebno u radio-komunikacijama.
Zajednicko obiljezje svih tih modulacijskih postupaka jest ¢injenica da modulirani signali zauzimaju
minimalne Sirine pojasa frekvencija, jer se prijenosni signal sastoji od jedne jedine frekvencijske
komponente.

Upotreba bilo kojega drugoga valnoga oblika prijenosnoga signala, rezultira Sirokopojasnim
moduliranim signalom. Razlog tomu je, §to i sam prijenosni signal zauzima vecu S$irinu pojasa od
sinusnih signala. U osnovi, bilo koji periodicki signal moze se upotrijebiti kao prijenosni signal.
Analiziraju se postupci modulacije prijenosnih signala gdje su impulsi pravokutnoga oblika. Takvi
modulacijski postupci nazivaju se impulsnim modulacijskim postupcima.

Periodicki impulsni (digitalni) signal odreduju Cetiri parametra (slika 1.21):
1.  amplituda impulsa 4,
2. vremensko trajanje impulsa t, odnosno
3. fazao=2mnt)/T1i
4.  frekvencija ili ponavljanje (repetition) impulsa f= 1/T

u T
7 _‘ _‘ _‘
0
t, T f

Slika 1.21: Valni oblik i parametri periodickoga pravokutnoga impulsnoga signala

Ti parametri kontinuirane su veli¢ine, tj. mogu poprimiti bilo koju vrijednost u nekim granicama.
Impulsni signali moduliraju se mijenjaju¢i jedan ili viSe svojih parametara ovisno o razini
modulacijskoga signala. Na temelju parametra moduliranja, odgovaraju¢i modulacijski postupci
svrstavaju se u Sest skupina:

1. modulacija amplitude impulsa PAM (Pulse Amplitude Modulation);
modulacija trajanja impulsa PDM (Pulse Duration Modulation);
modulacija Sirine impulsa PWM (Pulse Width Modulation);
modulacija polozaja impulsa PPoM (Pulse Position Modulation);
modulacija faze impulsa ili PPhM (Pulse Phase Modulation);
6.  modulacija frekvencije impulsa PFM (Pulse Frequency Modulation).

Nk v

Slika 1.22 prikazuje primjere valnih oblika modulacijskoga i prijenosnoga signala te tipicne oblike
moduliranih impulsnih signala.
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Slika 1.22: Valni oblici signala pri modulaciji impulsnih signala
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Impulsni signali diskretne su pojave u vremenu. Zbog toga se ne mogu modulirati vremenski
kontinuiranim modulacijskim signalom kao $to je npr. signal govora. Prije same modulacije mora se
modulacijski signal diskretizirati po vremenu, uzimajuéi uzorke signala u vremenski trenucima
jednakih razmaka (slika 1.23).

/\)\

N .
0 t

uS
0 [ b)

Slika 1.23: Diskretizacija signala po vremenu uzimanjem uzoraka

Vremenski kontinuiran signal u potpunosti odreduju uzorci signala, ako je broj uzoraka u jedinici
vremena veéi ili jednak dvostrukoj najvisoj frekvenciji u spektru kontinuiranoga signala. Taj uvjet
proizlazi iz teorema o uzimanju uzoraka 1 moze se izraziti tako da je vremenski razmak 7 izmedu
susjednih uzoraka:

T< !
2fmax
Za govorni signal, Sirina frekvencijskoga pojasa ograni¢ena je na podrucje od 300 do 3400 Hz. Prema
teoremu o uzimanju uzoraka, frekvencija uzoraka je barem 6,8 kHz. U praksi se uzorci uzimaju

frekvencijom od 8 kHz. Vremenski razmak izmedu uzoraka iznosi 125 ps, a to je ujedno 1 trajanje
perioda impulsnoga prijenosnoga signala koji se modulira.

(1.42)

1.5. 1.5. Osnovni pojmovi

Dva vazna i srodna parametra bilo kojega digitalnoga komunikacijskoga sustava su brzina prijenosa
informacija 1 propusnost kanala. Zato Sto se jedan kodiran simbol prenosi svakih 7" sekundi, brzina
prijenos simbola (brzina [baud]) je 1/T. U kodiranome sustavu, ako je kodna brzina r = k/n, k
informacijskih bitova odgovara prijenosu »n simbola, a brzina prijenosa informacije (podataka) je »/T
[bit/sek] (bitova u sekundi).

. Odnos signala 1 Suma mjeri se na prijemnoj strani, a predstavlja mjeru kakvoce prijenosa (u
digitalnome slucaju to je podudarnost ulaznoga i obnovljenoga signala).

o Omjer signal-Sum S/N (signal-to-noise ratio) Ey/Ny: Omjer je energije po informacijskome bitu 1
spektralne gustoce snage Suma na ulazu u prijemnik. Izrazava se u decibelima [dBs].

. Svojstva kodiranoga komunikacijskoga sustava, opcenito se mjere vjerojatnoS¢u pogreske
dekodiranja, krace vjerojatnost pogreske (error probability), a kodni dobitak (coding gain) mjeri
se preko jednoga nekodiranoga sustava koji prenosi informacije istom brzinom. Postoje dvije
vrste pogreSaka: vjerojatnost pogreske rijeci (ili bloka) 1 vjerojatnosti pogreske bita.

o Brzina pogreske bita BER (Bit-Error-Rate): To je srediSnja sposobnost upravljanja pogreSkama
kodiranjem. Ovu veli¢inu Zelimo zadrZati §to manjom, obi¢no manjom od 10. Brzina pogreske
bita koristan je pokazatelj svojstava sustava u nezavisnome kanalu s pogreSkama. To ima malo
znacenje na praskovitost ili ovisnost o pogreSkama u kanalu.

. Kod upravijanja pogreskama ECC (Error-Control Code): To je skup kodnih rijeci Sto ih koriste
i koder i dekoder: za otkrivanje, za ispravak, ili, 1 za otkrivanje i za ispravak pogresaka.

. Cestoca pojave pogresaka poruke MER (Message Error Rate): Vierojatnost pogreske poruke. To

svojstvo operater Cesto koristi, jer Zeli imati poruke bez pogreSaka i manje se brinuti o BER.
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o Cestoca neotkrivene pogresne poruke UMER (Undetected Message Error Rate): Vjerojatnost da
dekoder za otkrivanje pogreSaka pogrijeSi pa se pogreSna poruka (kodna rije¢) provuce
neotkrivena. Ovo se dogada ako je uzorak pogreska u kanala takav da se pri prijenosu, kodna
rije¢ pretvori u drugu valjanu kodna rijec.

o Slucajne pogreske (Random Errors): Pogreske S$to se javljaju samostalno. Ova vrsta pogreSaka
pojavljuje se pojedinac¢no u kanalima isklju¢ivo zbog toplinskoga (Gaussovoga) Suma. Kanali
samostalnih pogreSaka takoder se zovu kanali bez memorije, jer spoznaja o prethodnim
simbolima kanala nista ne pridonosi naS§emu znanju o trenutnome simbolu u kanalu.

o Praskovite pogreske (Burst Errors) - Ovisne pogreske. Na primjer, kanali s velikim
iS¢ezavanjem signala (fading) iskuse pogreske Sto se javljaju u praskovima. Budu¢i da
iSCezavanje signala ¢eS¢e djeluje na uzastopan niz bitova, pogreske se obi¢no smatraju ovisnima.
Za razliku od kanala s neovisnim pogreskama, kanali s praskovitim pogreskama imaju memoriju.

o Energije po bitu (Energy Per Bit): KoliCina energije sadrzane u jednome informacijskome bitu.
Ovaj parametar moze se izvesti iz drugih poznatih parametara. Energija po bitu E;, vazan je
parametar, jer se skoro sva oSte¢enja u kanalu mogu prevladati povecanjem energije po bitu.
Energije po bitu [J] (Joule®®) odnosi se na snagu odasilja¢a P, [W] i brzinu r [bit/sek].

o Kodno pojacanje (Coding Gain): Razlika u [dB] izmedu zahtijevanoga omjera signal-Sum za
odrZavanje pouzdane komunikacije, a nakon koristenja kodiranja. Signal-Sum obi¢no se daje kao
Ey/Ny, gdje je Ny spektralna gustoca Suma, a mjeri se u [W/Hz =1J].

o Brzina koda (Code Rate): Koder uzima k informacijskih i dodaje » zalihosnih (redundant) bitova
ili paritetnih bitova (parity bits). Brzina koda je odnos k/n, a kod se naziva (n, k) kod za
upravljanje pogreskama. U informacijskome smislu, dodani paritetni bitovi nisu potrebni.

Prije nastavka ¢itanja teksta, vrlo bitno je da student spozna i usvoji sve prethodno navedene pojmove i
sve pojmove (p)opisane u nastavku.

%2 Jedinica rada, energije i kolitine topline, izvedena je Sl-jedinica, definira je umnozak sile jednoga njutna i jednoga
metra, za koji se pomakne hvatiste sile u smjeru sile, dakle Joule (dzul) je njutn-metar [J = Nm].
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2. Laboratorijska vjezba 1: Kodovi, BCD, Grayev i Manchester kod

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

Laboratorijska vjezba 1: Kodovi (BCD, Gray i Manchester kod)
Kodovi

Primjer 4.2: 1zvor telegrafskog signala (Morseov izvor)

Primjer 6.10: Internacionalni Morseov kod

Braile Code ()

(3.5.1.1. Morseov kod), (3.5.1.2. Brailleovom pismu)

ISBN () Informacije i komunikacije-kodiranje s primjenama.doc
BCD kod

Pretvorba

Primjer: Kodiranje i dekodiranje u BCD kodu

Primjer: Binarna kombinacija 10000110 u dekadskome i BCD kodu
Primjer: Pretvorba binarnoga broja u BCD kod pomoc¢u simulacijskoga alata LogiSim 2.7.1.
Primjer: Sklop za pretvorbu binarnoga broja u BCD format
EXCESS-3 kod

Primjer: Kodiranje i dekodiranje Excess-3 kodom

Primjer: Pretvorba BCD koda u Excess-3 kod

Algoritam:

Primjer: Oblikovati krug za pretvorbu BCD koda u Excess-3 kod
Aikenov kod

Primjer: Pretvorba dekadskoga u Aikenov kod

Grayev kod

Primjer: Kodiranje Grayevim kodom

1.1.5.  Alfanumericki kodovi
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_
—_
—_

—
N

N
—

RS U NS I (I L W W (o =N 0 o BN [0 ) T & ) [ N Wl N ¢ I |\ VS N q SIS QU
>

ERIN SRR R
w

14. Primjer: Kodiranje ASCII kodom podatka A1a

15. Primjer: Kodiranje EBCDI kodom podatka A + 1

1.1.6.  Kodovi za otkrivanje pogreSaka

16. Primjer: kod s parnim paritetom

17. Primjer: kod s neparnim paritetom

1.1.7. Kodovi za ispravak pogresSaka

18. Kao primjer takvoga koda razmotrit ée se Hammingov kod za dekadske znamenke (tablica 1.16.)
19. Primjer: Treba ispraviti pogreSku u kodnoj kombinaciju 0110000 sustava

20. Primjer: Izradun pariteta za Hammingov (15, 11) kod

1.2. Grayev kod

1.2.1.  Zadatak: Prema formuli popunite priloZzenu tablicu
1.2.2.  Rotacijski Grayev kod

1.2.3.  Citanje pozicijske informacije u mehanigkim uredajima
1.2.4.  Pregled kljuénih pojmova

1.2.5. Odgovorite na postavljena pitanja i rijeSite zadatke
1.3. Manchester kod za IEEE 802.3 i E.G. Thomas
1.3.1. Koder
1.3.2. Dekoder
14 Dodatna literatura
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1.6. 1.6. Utjecaj pogreSaka na digitalni komunikacijski sustav

Ova skripta bavi se prijenosom binarnih znamenaka - bitova, od izvora - odasiljaca prema odredistu -
prijemniku. Na putu od odasiljaca do prijemnika bitovi prolaze kroz medij - kanal. Prolaskom kroz
kanal, bitovi su podlozni Sumovima §to uvodi pogreske u smislu da neki primljeni bitovi, na mjestima
podudarnima polozajima u poslanoj poruci, imaju suprotnu vrijednost.

Obradujemo bitove koji se prenose blokovima odredene duljine. Pretpostavlja se da se tijekom
prijenosa bitovi ne umecu u blok niti izostavljaju iz bloka. Takoder se pretpostavlja da uvijek postoji
sinkronizacija bloka (tj. prijemnik uvijek zna gdje jedan blok zavrSava i gdje drugi pocinje). Sustav
prikazan na slici 1.24 posluzuje blok bitova duljine 7.

odasilja¢ | — 1101001 —— | kanal | — 1001101 —— | prijemnik
f—/% /—/%
odaslani bitovi primljeni bitovi

Slika 1.24: Komunikacijski sustav

Kanalom se $alje blok 1[01@01, a primi se blok 1001101. Primljen blok razlikuje od onoga poslanoga
bloka u bitovima $to se nalazi na drugome i petome mjestu, raunajuci s lijeva. Ovi bitovi su 0
odnosno 1 u poslanome, a 1 odnosno 0 u primljenome bloku. Treba dobro nauditi logicku operaciju
izricito ILI - EXOR (exclusive OR), iz navedenoga dodatka (LogiSim). Ona je dobro poznata iz logike.
Operacija EXOR u cijeloj skripti (u pravilu) obiljezava se znakom @. Znakom + obi¢no se oznacava
ILI operacija. Dakle imamo (slika 1.25):

0®0=0 0o®1=1 1©0=1 1©1=0

rel® ael® aelld® aele

Slika 1.25: Rezultati XOR zbroja dviju varijabli

Uocite da, ako jea ® b =c,ondajea @ c=b1b @ c = a. Ovo promatranje tvrdi da je moguce
prenijeti elemente s jedne strane jednadzbe na drugu 1 jo$ uvijek zadrzi znak @, a dokazuje se
jednostavno tako da, ako je a @ b = ¢, a zatim se "a" doda objema stranama jednadzbe, imamo da je
a®a®b=a® c. Posto je prema definiciji, a ® a = 0, onda je b = a @ c. Ovo svojstvo, §to se u
ovome tekstu strogo koristi, takoder znaci (za binarni sustav) da ako moramo oduzimati (npr., tijekom
operacije dijeljenja), to mozemo napraviti zbrajanjem.

Operacija XOR moze se sazeti tvrdnjom da operacija XOR bita x s 0 daje bit vrijednosti x, a operacija
XOR bita x s 1 rezultira bitom vrijednosti x, gdje je X ozna¢ava komplement od x (slika 1.26)

X®0=x X®1=Xx

e LD D LD

Slika 1.26: Rezultati XOR zbroja varijable nulom i jedinicom

Sve slike u skripti predstavljaju ujedno 1 simulacijske primjere za laboratorijske vjezbe ovoga kolegija.
Zbroj dvaju blokova bitova (iste duljine) predstavlja rezultat dobiven operacijom XOR na razini bitova
dvaju blokova. Rezultat je takoder blok iste duljine kao i svaki pribrojnik. Njegov prvi element rezultat
je dobiven operacijom XOR prvih elemenata dvaju blokova. Njegov drugi element rezultat je dobiven
operacijom XOR drugoga elementa obaju blokova, itd. Rezultirajuc¢i blok onda ima vrijednost 1 na
onim mjestima gdje se dva bloka razlikuju, a vrijednost 0 na mjestima gdje imaju istu vrijednost. Kao
primjer, razmotrimo dva bloka 01001101 i 10111000. Ovi blokovi razlikuju se u 1., 2., 3., 4., 6. 1 8.
mjestu. Njihov zbroj je 11110101.
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a= [01001101]

b= [10111000]
e= [11110101] |

@

Sada razmotrimo poslane odnosno primljene blokove prikazane na slici 1.27.b.

gpioo01101 gpi1io01001
P oio01101 MEMORY P oi1i10i001
— L [ —= T ]
a ¥OR b
E_" H § LR ALL AN a¥OR b 1L LR R .
MBMORY | =1 3 11110101 e CTIREE b | notoo100
D fof111000 bD-" i1iidia0d — ' b n1o001101
G — T |
CLK 11101011
A LA R
NN AR L CLEAR
CLEAR EI

L
E - a)
Slika 1.27: XOR sklopovi a) XOR kao jedinka, b) XOR napravijen od 2 AND i jednoga OR sklopa

Ovi blokovi su 01101001, odnosno 01001101. Njihov zbroj je 01001000. Ima elemente vrijednosti 1
na tre¢emu i Sestomu mjestu, a to su mjesta pogresaka.

Ako je a blok Sto se prenosi, a b oznacava njegovu primljenu inacicu, onda je blok e = a @ b, blok
uzorka pogreske. Operator @ oznacava "ili a ili b, ali ne oba". Ako je rezultat a @ b = "sve 0", znaci
da se blok bitova primio (prenio preko kanala) bez pogreske. Blokovi bitova a i b razlikuju se na onim
mjestima gdje se nalazi pogreSka §to ju je unio Sum kanala. Njihov zbroj, ima vrijednost 1 na mjestima
gdje se blokovi razlikuju pa blok koji sadrzi 1-elemente™ ukazuje na mjesta pogresaka. Imajte na umu
da ako jee=a @ b, onda je b = a @ e, $to znali da se primjena poruka dobije zbrojem bloka uzorka
pogreske 1 primljenoga bloka (kodna rijec).

1.7. 1.7. Pojam pariteta

Definicije Parnost ili paritet (parity) cijeloga broja moze biti parna (even parity) ili neparna (odd
parity). Mogu se oznaciti brojc¢anim vrijednostima. Paran paritet naziva se parnost 0 pa paran broj
jedinica ima paritet 0. Neparan paritet naziva se parnost 1 pa neparan broj jedinica ima paritet 1.
Paritet odredene skupine bitova odnosi se na parnost broja elemenata vrijednosti 1 u skupini.
Razlikujemo 3 skupine provjere pariteta: okomita VRC (vertical redundancy checking), uzduzna LRC
(longitudinal redundancy checking) 1 ciklicka (kruzna) CRC cyclic redundancy checking)34, a opisuju
se u dodatku na kraju skripte.

Razmotrimo blok [1100 1011]. Paritet prva Cetiri elementa bloka je 0. Paritet zadnja Cetiri elementa
bloka je 1. Paritet cijeloga bloka je 1. Osnovno svojstvo, koje se u nastavku koristi, je: paritet zbroja

dvaju blokova, jednak je zbroju njihovih pariteta. To jest, ako su a i b dva bloka ¢iji je zbroj ¢, gdje su
pariteti ovih blokova a, b, odnosno ¢, onda je ¢ = a + b. Slova a, b i ¢ su bitovi, a ne blokovi.

Kada god se bajt (ili neka skupina bitova) prenosi ili pohranjuje, uvijek postoji moguénost da jedan ili
viSe bitova slu¢ajno zamijene vrijednosti (komplement). Razmotrimo ova dva binarna broja:
1# 2# 3# 4#
0110 { 1010 { 0011 | 1010
0110 | 1010  O[1]11 | 1010

33 ]-elementi ... znagi niz binarnih znamenaka (u bloku) jednakih 1.
3 CRC (cyclic redundancy check) ... kruzna (ciklicka) provjera zalihosti CRC (cyclic redundancy code) ... ciklicki
zalihostan kod
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Oni se razlikuju samo u jednome bitu (pogledajte skupinu 3#). Ako za prvi broj pretpostavimo da
predstavlja ono §to bi trebalo biti na nekome memorijskome mjestu, a drugi broj je ono Sto zapravo jest
na tome mjestu, onda oc€ito postoji problem. Tablica 1.1 pokazuje nekoliko primjera koji mogu pomoci
u definiranju ovoga koncepta.

Tablica 1.1: Prikaz paritetnoga bita

Podatkovni bajt | Paritetan bit | Podatkovni bajt | Paritetan bit

0000 0000 0 0000 0100 0
0000 0001 1 1111 1110 1
0000 0011 0 1111 1111 0

U svakome slucaju, paritetan bit koristi se za napraviti podatkovni bajt parnim paritetom (praznine u
sredini podatkovnoga bajta, ostavljene su zbog jasnoce).

1.71. 1.7.1. ITERACIJSKA PROVJERA PARITETA

Jedan od problema pri koriStenju pariteta za otkrivanje pogreSaka je, da ne postoji nacin kako doznati
koji od bitova nije ispravan. Na primjer, zamislite da sustav od 8 bitova koristi paran paritet te prima
ove podatke i paritetan bit:

1001 1110) «— PARITET =0

Moze se dogoditi da je bajt tocan, ali promijenio se sam bit parnosti (kriva pogreska). Bilo bi lijepo da
sklop za otkrivanje paritetne pogreske ne ukazuje samo na postojanje pogreske, ve¢ i na to koji bit se
promijenio pa da ga se moze ispraviti.

Iteracijska provjera pariteta, jedna je od metoda ispravke pogresaka. Ako se prenosi niz bajtova od 8
bitova, svaki bajt ima pridruzen paritetan bit. Tu je takoder paritetan bajt Sto sadrzi paritetne bitove za
svaki bit u prethodnih pet bajtova. Ovo je najlakSe razumjeti pomocu tablice 1.2 (koristi se paran
paritet):

Tablica 1.2: Iteracijski paritet

Bajt Podatkovni bitovi Paritetan bit
1 |0]0]0|0O]|0O]|0O]O]O 0
2 |1/0|1]1]0]0]0]0O0 1
3 |1](0[1]1]0]0]1]1 1
4 [1]1]1]0]1]0]1]0 1
5 |0[1]/0]0]0]0]0O]O 1
P |[1/0{1/0|1|/0|0]|1 0

U ovoj tablici, bajt 1 §to se prenosi je 0000 0000. Buduéi da je sustav koristi paran paritet, a
pretpostavlja se da je bajt sa svim nulama paran, onda je paritetan bit jednak 0. Svaki od pet bajtova
ima paritetan bit koji je pravilno postavljen tako da svaki bajt (s paritetnim bitom) sadrzi paran broj
jedinica. Medutim, nakon svake skupine od pet bajtova, "paritetan bajt" prenosi se tako da svaki stupac
od pet bitova ima paritet pa se u tablici 1.2 paritetan bit nalazi u retku "P". Dakle, bit parnosti na dnu
prvoga stupca je 1, dok stupac sadrzi tri preostale jedinice. Kao zavrSna provjera, sam paritetan bajt
ima dodan, paritetan bit.

Pretpostavimo da paritet za bajt 1 nije u redu pa ni paritet za bit 0 u paritetnome bajtu nije u redu.
Stoga, bit 0 u bajtu 1 treba zamijeniti. Ako paritetan bit u retku nije u redu, ali paritetan bit u stupcu je
ispravan, ili paritetan bit u stupcu nije u redu, a paritetan bit u retku je ispravan, onda se promijenio
sam paritetan bit. Ovo je jedan jednostavan na¢in ne samo za otkrivanje pogreSnoga podatka, vec 1 za
ispravak te pogreske.

Slabost iteracijske provjere pariteta je u tome Sto je ograni¢ena na pogresku samo jednoga bita. Ako se
u skupini promijeni paran broj bitova, sustav zakazuje, a to je opc¢a slabost ve¢ine shema provjere
pariteta.

1.7.2. 1.7.2. PARITET SKUPINE BITOVA

Standardnim logickim XOR vratima s viSestrukim ulazima, izraCunat ¢e se paritet odredene skupine

bitova. Prema definiciji, izlaz takvih vrata prikazuje paritet skupine bitova koji tvore njegove ulaze. Na
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primjer, ako za XOR vrata sa sedam ulaza, tocno 6 ulaza ima vrijednost 1, izlaz je 0. Ako tocno 3
ulaza imaju vrijednost 1, izlaz je 1. Slika 1.28 prikazuje kako rade XOR vrata s viSestrukim ulazima,
izradena od standardnih vrata s dvaju ulaza, a koja imaju izlaz kao paritet ulazne skupine.

Napomena: Mnogi autori(teti) tvrde da oblikovanje
, 1011010 ponadanja XOR vrata treba odgovarati vratima s
R neparnim paritetom, ali ne postoji dogovor o tome
pitanju. Zadano ponaSanje za XOR vrata u LogiSim

1011010 simulacijskome alatu temelji se na standardu IEEE 91.
Pona$anje je takoder u skladu s intuicijskim znaenjem
| | | | | I | na kojemu pociva pojam iskljucivo ILI: Ako Vas konobar

XOR pita Zelite li prilog od pire krumpira, mrkve, graska ili
kelja, on prihva¢a samo jedan izbor, a ne tri, bez obzira
Sto neki autori(teti) govorili. Ipak, treba priznati, da ova

, izjava nije podvrgnuta strogim provjerama. U LogiSim
' simulacijskome alatu, XOR i XNOR vrata mozZete
konfigurirati koriste¢i postavku atributa:
E Multiple-Input Behavior = When an odd number are
ON.

Slika 1.28: XOR vrata s vise ulaza® i paritet ulazne skupine bitova

Pretvorba bloka bitova duljine £ u blok duljine £+1 s paritetom O predstavlja osnovni postupak. Ako se
bloku bitova duljine & s neparnim brojem bitova vrijednosti 1, doda bit vrijednosti 1, dobije se blok
duljine £+1 koji ima paran broj jedinica. Ako je broj elemenata 1 u bloku paran i doda mu se bit
vrijednosti 0, dobije se blok duljine k+1 isto s parnim brojem jedinica. Izvoran blok od k bitova,
dodavanjem bitova, moze se pretvoriti u blok od k+1 bitova s paritetom O ¢ija je vrijednost jednaka
paritetu ovoga bloka. Ova parnost dobiva se pomocu operacije XOR svih k& bitova izvornoga bloka.
Slika 1.29 prikazuje opisan postupak.

S 1100001

| ]

- Sklop za automatsko stvaranje pariteta

aralelno

CLK 11000011

Clear

i

Slika 1.29: Pretvorba bloka duljine k u blok duljine k+1 koji ima paritet ()
1.8. 1.8. Otkrivanje pogreSaka

Svrha prijenosa binarnoga bloka jest prenijeti neke informacije od predajnika do prijemnika.
Pretpostavlja se da primatelj nema nikakve prethodne spoznaje o sadrzaju bloka koji mu se Salje.
Odasiljac Salje slucajan uzorak od k bitova pa se prenosen blok sastoji samo od tih k£ bitova. Prijemnik
ne zna je li se dogodila nekakva pogreska u bloku na putu od odasilja¢a do prijemnika. On o¢ekuje k&
nepoznatih bitova i1 dobije tih k£ bitova. Da bi se omogucilo prijemniku utvrditi je 1i dobio blok s
pogreskama, blok treba posjedovati neka svojstva. Njihovo narusavanje pokazat ¢e promjenu (bloka
podataka) na putu od predajnika do prijemnika.

Postojanje tih svojstava znaci da primatelj zna neSto o poslanoj poruci, iako ona sadrzi slucajne
informacijske bitove. To znanje ugraduje predajnik u poruku prije slanja, tako da se nizu od k&
informacijskih bitova pridruze dodatni bitovi. Tako se informacija od k bitova prosiruje na blok duljine
n, gdje je n > k. Dodatni bitovi suvisni su u smislu informacijskoga sadrZzaja same poruke.

% Napisati vjezbu!
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Informacijski sadrzaj poruke jo$ uvijek je slu¢ajan uzorak od k bitova. Suvisni bitovi potrebni su
prijemniku za utvrditi sadrzi li dostavljen blok duljine n pogreske (za n > k). Postupak odlucivanja,
zove se otkrivanje pogreske.

Ne postoji nacin koji je uvijek u stanju otkriti postojanje pogreSaka u isporu¢enome bloku. Uvijek
ostaju neki uzorci pogresSaka Cije postojanje u dostavljenome bloku ne moze se otkriti. Imajte na umu
da otkrivanje postojanja pogresaka ne znaci kako primatelj ne zna nista o prirodi pogreSaka (npr.,
koliko ih ima i gdje se one nalaze). Otkrivanje pogresaka jednostavno znaci da primatelj otkriva
¢injenicu kako su u primljenome bloku moguce pogreske pa primljen blok stoga nije jednak poslanome
bloku.

Pokazat ¢emo osnovni nacin otkrivanja postojanje neparnoga broja pogresaka u primljenome bloku.
Kao $to se prije pokazalo, moguce je pretvoriti bilo koji blok duljine £ u blok duljine k+1 uz paritet 0
pridruzivanjem izvornome bloku bita koji je jednak paritetu bloka. Razmotrimo sada slucaj u kojemu
se prenosi informacijski blok duljine k. Prije stvarnoga prijenosa, odasilja¢ pridruzuje bloku bit(ove)
parnosti (pariteta), pretvaraju¢i ga u blok duljine n = k+1 Ciji je paritet 0. Prijemnik zna da svaki
odaslan blok (duljine k+1) ima paritet 0. Nakon §to dobije blok, prijemnik provjerava njegov paritet pa
odreduje ima li pogreSaka u primljenome bloku onda i samo onda ako je paritet 1. Slika 1.30 prikazuje

opisanu shemu.

pridruzivanje
paritetnoga bita
informacijskome vektoru i

informacijski
vektor i duzine k

renosi se vektor | primljen je vektor| provjera parnosti
b duzine k + 1 b’ duzine k+ 1 | primljenoga vektora b’

Postupak kodiranja Postupak dekodiranja

Slika 1.30: Osnovna shema otkrivanja pogresaka

U odasiljackome dijelu sustava, informacijski blok u pretvara se u blok b za prijenos sustavom, a taj
postupak zove se kodiranje (encoding). Postupak koji se obavlja na prijemnome kraju sustava, gdje se
primljen blok b' provjerava na pogreske, zove se dekodiranje (decoding). Imajte na umu da primljen
blok nema zapis jednak poslanome bloku. Blok b' primljena je inacica b i ne mora biti jednaka b zbog
ucinka pogreSaka.

Sada ¢emo analizirati uspjeSnost ove sheme otkrivanja pogresaka (tj. zelimo vidjeti koje se pogreSke
mogu otkriti, a koje ne mogu). Neka je b' =b + e, gdje je e blok uzorka pogreske. Paritet bloka b je 0.
Prijemnik provjerava ima li b' paritet 0. Kao Sto se prije navelo, paritet zbroja dvaju blokova (iste
duljine) jednak je zbroju njihovih pariteta. To znaci da ¢e b' imati paritet 1 (u slucaju otkrivanja
pogreske) onda i samo onda ako e ima pariteta 1. Budu¢i da svaki element vrijednosti 1 u e ukazuje na
pogresku, slijedi da primjenom nase sheme mozemo otkriti postojanje neparnoga broja pogresaka.

MozZemo zakljuciti da blok od & informacijskih bitova, proSiren na n = k+1 1 prenesen prijemniku, ima
paritet 0. Provjerom pariteta primljenoga bloka, mogucée je otkriti postojanje neparnoga broja
pogresaka ali nije moguce otkriti postojanje parnoga broja pogresaka.

1.9. 1.9. Pojam blok-kodova

U teoriji kodiranja, blok-kodovi obuhvac¢aju velik 1 vazan razred kodova za ispravak pogreSaka, a
podatke kodiraju u blokovima. Postoji velik broj primjera za blok-kodove, od kojih mnogi imaju Sirok
raspon prakticne primjene. Blok-kodovi su koncepcijski korisni, jer omogucuju teoretiarima
kodiranja, matematicarima i racunalnim znanstvenicima proucavati ograni¢enja svih blok-kodova na
jedinstven nacin. Takva ograni¢enja Cesto poprimaju oblik ograni¢enja Sto se odnose na razliCite
parametre blok-koda jednih prema drugima, kao $to su njihove brzine te njihova sposobnost otkrivanja
1 ispravaka pogreSaka.

Primjeri blok-kodova su Reed-Solomonovi kodovi, Hammingovi kodovi, Hadamardovi kodovi,
prosirujuci kodovi (expander codes), Golayevi kodovi i Reed-Mullerovi kodovi. Ovi primjeri takoder
pripadaju razredu linearnih kodova pa se zbog toga zovu linearni blok-kodovi (linear block codes).

Ovdje ¢e blok-kod znaciti zbirku binarnih blokova, koji se zovu "kodne rijeci", a sve rijeci iste su
duljine. Pojmovi "binarni objekt", "binarni vektor" i "binarna rije¢" slobodno se izmjenjuju ovisno o

kontekstu u kojemu se koriste. U tablici 1.3 navedene su kodne rije¢i nekoga koda.
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Tablica 1.3 Primjer kodnoga prostora s paritetnim bitom

0000 | 1001 | 0101 | 1100
0011 | 1010 | 0110 | 1111

Kod u tablici 1.3 sastoji se od zbirke svih blokova duljine 4 1 ima paritet O (svaka rije¢ ima ukupno
paran broj jedinica).

Svaki takav blok je kodna rije¢ pa u kodu postoji ukupno 8 kodnih rijeci. One su napravljene izborom
svih mogucih sastava blokova duljine 3, a zatim se svakome bloku pridruzio bit parnosti. Kao $to se
prije objasnilo, ako odasilja¢ odasilje samo kodne rije¢i koje pripadaju ovome kodu, a ta ¢injenica
poznata je prijemniku, moguce je otkriti postojanje neparnoga broja pogreSaka u primljenome bloku.

U teoriji kodiranja, prosirujuci kodovi (expander codes) tvore razred kodova za ispravak pogresaka.
Oni su izgradeni od dvodijelnih prosiruju¢ih grafova. Uz Justesenove kodove, prosiruju¢i kodovi od
posebnoga su zanimanja, jer imaju stalnu pozitivnu brzinu, stalnu pozitivnu relativnu udaljenost 1
stalnu veli¢inu abecede. U stvari, abeceda sadrzi samo dva elementa, pa prosirujuci kodovi pripadaju
razredu binarnih kodova. Nadalje, prosiruju¢i kodovi mogu se kodirati i dekodirati u vremenu Sto je
sukladno duljini bloka koda. Prosiruju¢i kodovi su jedini poznati asimptotski dobri kodovi koji se
mogu kodirati 1 dekodirati iz cjelovitoga dijela polinoma trajanja pogreSaka.

Jos jedan primjer kodnoga prostora prikazuje slika 1.31:

Ispravne
kodne rijeCi
ima ih 10 od
0001 0010 16 mogusin 0000 | 0101
0101 0110 0001 | 0110
Kodni prostor| —~ = F£=======
sastoji se od 0010 | 0111
16 mogu¢ih T -~~~ =7-°7
kodnih rijeCi 1101 1110 0011 | 1000
Neispravne
kodne rijeci 0100 | 1001

(ne Koristi se 6
od 16 mogucih)

Slika 1.31: Prostor kodnih rijeci popisuje sve kodne rijeci

Prostor kodnih rijeci popisuje sve rijeci koje oblikuju posebnu abecedu veliine 4 bita (kao Sto su rijeci
prikazane na slici). Ispravne kodne rijeci dio su tih kodnih rijeci, a preslikavaju se u stvarne podatke
(npr., 10 kodnih rije¢i jedinstveno su dodijeljene jednoj od 10 dekadskih znamenaka). Zelja nam je
kodirati 10 cijelih brojeva, od 0 do 9 digitalnim nizom. Sesnaest jedinstvenih nizova moze se dobiti
rije¢ima od cetiri bita. Od ovih rijeci, dodijelimo prvi deset, po jednu svakomu cijelomu broju. Svaki
cio broj sada se prepoznaje svojim vlastitim jedinstvenim nizom bitova kao S§to prikazuje tablica 1.4, a
preostalih Sest mogucih nizova nisu se dodijelili.

Tablica 1.4: Dodjela nizova od 4 bita brojevima od 1 do 10

niz | broj niz | broj niz broj niz broj

0000 | O 0001 1010 | Nepridruzen 1011 | Nepridruzen
0010 | 2 0011
0100 | 4 0101
0110 | 6 0111
1000 | 8 1001

1100 | Nepridruzen 1101 | Nepridruzen

ON|O| W[~

1110 | Nepridruzen 1111 | Nepridruzen

Prostor svih mogucih nizova zove se kodni prostor (code space). Za nizove od 4 bita, kodni prostor
sastoji se od 16 nizova. Od njih smo iskoristili samo deset. To su valjane rije¢i. Oni nizovi §to se ne
koriste ili su nepridruzeni, nisu ispravne kodne rijeci. One se nikada nece poslati, pa ako se dobije
jedna od njih, onda prijemnik (ispravno) pretpostavlja da je doSlo do pogreske.

Svaka kodna rije¢ duljine n u blok-kodu opcenito je izgradena proSirenjem informacijskoga vektora
duljine k. ProSirenje se napravilo pridruzivanjem paritetnoga bita informacijskome vektoru, ¢ije su
vrijednosti izraCunate iz informacijskih bitova. Broj kodnih rije¢i u kodu odreduje izbor mogucega
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broja slucajnih & bitova. Ovaj broj je 2* (varijacije s ponavljanjem od 2 elementa k-toga razreda). Za
kod u tablici 1.3, k=3 i n =4, a broj kodnih rije¢i je 2°.

Zapis: (n, k) blok-kod je kod u kojemu je svaka kodna rije¢ duljine n, od kojih su k bitova
informacijski bitovi. Broj paritetnih bitova, stoga je n—k.

Kod opisan u tablici 1.3 je (4, 3) blok-kod. Jos§ se nismo osvrnuli na polozaje informacijskih & bitova
unutar kodne rijeci. Ovi bitovi mogu se nalaziti bilo gdje u kodnoj rijeC i ne moraju se smjestiti jedan
pored drugoga. Blok-kod u kojemu su informacijski bitovi okupljeni zajedno naziva se sustavan blok-
kod. Za odreden kod, informacijski bitovi nalaze se na istim mjestima u svim kodnim rijecima.

1.10.

42

1.10. Pregled ostalih uvedenih pojmova

Binarni blok, binarni vektor, binarna rijec: Pojmovi se odnose na niz bitova odredene duzine.

Zbroj dvaju binarnih blokova: Blok dobiven operacijom XOR dvaju blokova (iste duljine)
element po element.

Blok uzorka pogreske: Blok koji ima 1-elemente na onim mjestima gdje i preneseni blok ali se
on i njegova poslana inacica razlikuju.

Binarni blokovi pariteta 0: Binarni blok ima paran broj elemenata vrijednosti 1. Ovo ukljucuje i
slucaj gdje blok nema niti jedan element vrijednosti 1 (blok "sve 0").

Binarni blokovi pariteta 1: Binarni blok ima neparan broj elementi vrijednosti 1. Vazna
napomena: paritet bloka, zbroj (&) je bitova jednakih 1.

Otkrivanje pogreske: Na prijemnome kraju postupak utvrdivanja ima li pogresaka u primljenoj
poruci.

Binarni blok-kod: Zbirka binarnih blokova iste duljine.
Kodna rijec: Binarni blok $to pripada odredenoj vrsti blok-koda.

Informacijski sadrzaj kodne rijeci: Broj slucajno odabranih bitova u kodnoj rijeci.

(n, k) blok-kod: Blok-kod koji ima kodne rije¢i duljine n, od kojih su k bitova informacijski
bitovi. Informacijski bitovi ¢ine podatke koje treba Stititi od pogreSaka. Ostatak n—k bitova su
"paritetni bitovi", a raCunaju se kao funkcija informacijskih bitova. Njihova svrha je oblikovanje
modela ispravke pogresaka.

Sustavan blok-kod: kodne rijec¢i blok-koda u kojima su informacijski bitovi okupljeni zajedno.
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3. Laboratorijska vjezba 2: XOR vrata i paritet

!

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi*

Sadrzaj:

2. Laboratorijska vjezba 2: XOR vrata i paritet

2.1. Utjecaj pogreSaka na komunikacijski sustav
2.1.1.  Laboratorijska vjezba 2 (od poglavlja: 1.6.do 1.9)
2.1.1.1. Primjer:

2.1.1.2. Zadatak

2.1.1.3. Zadatak

2.1.1.4. Zadatak

2.1.1.5. Zadatak

2.1.1.6. Prijenos bitova kanalom

2.2.2. POJAM PARITETA

2.1.3. lteracijska provjera pariteta, paran i neparan paritet
2.1.3.1. Zadatak

21.4. Laboratorijska vjezba: paritet

2.1.4.1. Zadatak

2.1.4.1. Zadatak

2.1.4.3. Pitanja:

2.2. Unesite svoja zapaZanja o vjezbi

Priprema za vjezbu - procitati poglavlja iz skripte:
1.6. Utjecaj pogre$aka na digitalni komunikacijski sustav
1.7. Pojam pariteta
1.7.1. lteracijska provjera pariteta
1.7.2. Paritet skupine bitova
1.8. Otkrivanje pogresaka
1.9. Pojam blok-kodova
10.6. Vrste provjera zalihosti
1.10. Pregled ostalih uvedenih pojmova
10.6.1. Uzduzna provjera zalihosti
10.6.1.1. Otkrivanje pogreska
10.6.2. Bit pariteta/okomita provjera zalihosti (VRC)
10.6.3. Uzduzna provjera zalihosti (LRC)
10.6.4. Ciklicka provjera zalihosti (CRC)
Koristite takoder skripte iz: Laboratorijska vjezba 0:
1. Kako koristiti LogiSim paket (nalazi se na MOODLE) i

2. Digitalni sklopovi simulacijskim alatom LogiSim 2.7.1. (nalazi se na MOODLE).

Sklopovi za zbrajanje binarnih brojeva, sklop za automatsko stvaranje pariteta bloka bitova.
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2. POGLAVLJE 2 - LINEARNI KODOVI
2.1. 2.1. Linearni blok-kodovi

Linearni blok-kodovi, razred su linearnih kodova paritetne provjere kojima je svojstvena oznaka (n, k).
Koder pretvara blok od k& znamenaka poruke (vektor poruke) u duzi blok od » znamenaka kodne rijeci
(kodni vektor) izradene od zadanih elemenata abecede. Ako se abeceda sastoji od dvaju elemenata (0 1
1), radi se o binarnome linearnome blok-kodu koji sadrzi binarne znamenke (bitove).

Poruke od k bitova oblikuju 2 razligitih nizova poruka, nazvanih k-torke, (nizovi od k znamenaka).
Blokovima od n bitova moze se oblikovati maksimalno 2" razli¢itih nizova, a prepoznajemo ih kao n-
torke. Postupak kodiranja dodjeljuje svakoj od 2* poruka (k-torki) jednu od 2" prosirenih poruka (n-
torki). Blok-kod predstavlja pridruzivanje jedan na jedan (bijekcija®), pri Gemu se 2k poruka k-torki
Jjedinstveno preslikava u nov skup od 2° n-torki kodnih rijedi. Preslik se moZe postiéi pomoéu
pregledne tablice. Za linearne-kodove, pretvorba preslikom je linearna. IzriGito (formalno®’), blok-kod
predstavlja injekcijski preslik: C: ¥ — 3", gdje je Y. konadan ne prazan skup, a k i n su cijeli brojevi.

2.2. 2.2. Osnovni pojmovi

Definicija Linearan-kod je kod, ¢iji zbroj bilo kojih dviju kodnih rijeci, takoder je kodna rije¢. Nacdin
zbroja dvaju binarnih blokova ve¢ se definirao u poglavlju 1.6. Ovo pokazujemo razmatranjem koda
navedenoga u tablici 1.3. Zbroj bilo kojih dviju kodnih rije¢i od 4 bita, izvan podskupa od 8 rijeci
iskazanih binarno, pripada podskupu od 8 odabranih kodnih rije¢i. U nastavku, ova tvrdnja
potkrjepljuje se simulacijskim primjerom i nekoliko C++ zadataka.

2.21. 2.2.1. SIMULACIJSKI PRIMJER

Iz skupa od 16 mogucih rijeci od 4 bita, odabire se podskup od 8 rije¢i. Provjerava se prethodna
tvrdnja (ponovljena tablica 1.3 dolje) da zbroj bilo kojih dviju rijeci iz podskupa od 8 ne-odabranih
rijeci, daje rije¢ iz podskupa od 8 odabranih rijeci: 0000, 1001, 0101, 1100, 0011, 1010, 0110, 1111.
Zadane su funkcije pretvorbi: dekadski—binarno i binarno—dekadski. Imamo 2 skupa rije¢i od po 4
bita, a podjela se ponovno prikazuje u tablici uz sliku 2.1 (lijevo).

Rijeci u kodu | Rije€i izvan koda
1. | 0000 9. | 0001 o
2. | 0011 10. | 0010 - 1111
3. [ 0101 11. | 0100 0+0=0

0+1=1 E: noot
4. [ 0110 12. ] 0111 — = XOR

1+0=1 MEMORY | = a
5. | 1001 13. | 1000 1+1=0 b L 0011
6. | 1010 14. | 1011 EI XX %%
7. [ 1100 15. | 1101 oK TIT1
8. | 1111 16. | 1110

oo1n0
Primjeri zbroja: 0001 + 0010 = 0011 CLEAR I
0011 + 1001 = 1010 [or}

Slika 2.1: Zbrajanje rijeci u 4 posmika

Lijevi stupac tablice, tvore rijeci koje se koriste u kodu, a zalihosne kodne rijeci su u desnome stupcu i
ne koriste se za kodiranje.

Zadatak 2.1: Dokazite tvrdnju (vidi C++ zadatak 2. u nastavku) da zbroj bilo kojih dviju nekoristenih
kodnih rijeci iz desnoga stupca, daje koriStenu kodnu rije¢ u lijevome stupcu. Za zbrajanje se koristi
XOR operacija (ili jedan ili drugi ali NE oba), vidi prilaZzenu tablicu XOR operacija (slika 2.1 sredina).
RjeSenje mora sadrzavati 2 funkcije: prva funkcija ispituje sve moguce zbrojeve dviju nekoriStenih
rijeci (od 9. do 16.), a druga funkcija odmah ispituje pripada li zbroj dviju rijeci, skupu rijeci (od 1. do
8.). Kodne rijeci pridruzite elementima odgovarajucih polja u trecoj funkciji.

3% Bijekcijska funkcija ili bijekcija: Neka su 4 i B skupovi, a f funkcija iz 4 u B. Ako je propis pridruZivanja f izmedu
elemenata skupa A i skupa B takav da razlicitim elementima skupa A pridruzuje razlicite elemente skupa B, a nema
nepridruzenih elemenata, funkcija f zove se bijekcijska funkcija ili bijekcija.

37 formalno ... (lat. forma) besadrzajno; izrigito, jasno izrazeno, jednostavno
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1. Glavni program za prethodni zadatak (ukljucuyje funkcije u nastavku)

#include<iostream>

#include<cmath>

using namespace std;

int brojl(int broj_1);

//Funkcijom

void b2d3 (int d,int b4[][4],int 1,int dekod[8]) ;

//izradunati dekadske ekvivalente 8 kodnih rijeéi,

//a rezultate spremiti (npr. u numeridéko polje u strukturi)
//struct ukupno({

//char kodni vektori[8]; //

//char ne kodni_vektori[8]; //

//char kombinacije[28];

//Hammingova teZina binarnoga bloka je broj elemenata vrijednosti 1.
//Hamming tezina[] //broj elemenata vrijednosti 1

//Hammingova udaljenost izmedu 2 binarna bloka (iste duzine)=broj
mjesta na kojima se razlikuju.

//zbroj dvaju blokova a i b je blok c koji ima elemente vrijednosti
1l na onim mjestima gdje se dva bloka a i b razlikuju.

// (Z)broj l-elemenata bloka c je Hammingova udaljenost izmedu a i b.
//Ovaj broj je Hammingova teZina bloka c.

//Onda imamo da je Hammingova teZina zbroja dvaju binarnih blokova,
//jednaka Hammingovoj udaljenosti izmedu ta dva bloka.

//Raduna dekadski ekvivalent 8 nekodnih znamenaka

void b2d3(int d,int b4[][4],int 1);

//Zbrojiti XOR svaku od 8 nekodnih rijed¢i sa svakom preostalom
(suma=28)

//To su Kombinacije bez ponavljanja [n nad r = 8 nad 2 =
(8x7) / (1x2)=28]

//Provjera jesu li svi dobiveni zbrojevi, rijeéi koda.
//razlika() //mozZe se dodati funkcija provjere jesu li sve znamenke
razlicéite

void main () {

int d(0);

int 1=4;

int dekod[8];

int kod[8][4]={{0,0,0,0},{0,0,1,1},{0,1,0,1},
{o,1,1,0},{1,0,0,1},{1,0,1,0},{1,1,0,0},{1,1,1,1}};

int da_kod[8];

cout<<"Kodni vektori:"<<endl;

b2d3(d,kod,1l,dekod) ;

//int b4[][4]={{0,0,0,1},¢{0,0,1,0},{0,1,1,0},{0,1,1,1},
{,0,0,0},{1,0,1,1},{(1,1,0,1},{(1,1,1,0}};

int nekod[][4]1={{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{0,1,1,1},
{1,0,0,0},{1,0,1,1},{1,1,0,1},{1,1,1,0}};

int ne_kod[8];

cout<<'"NE kodni wvektori:'"<<endl;

b2d3 (d,nekod, 1) ;

}

void b2d3(int d,int b4[][4],int 1) {

int i=0,broj_1(0);

for(int i=0;i<8;i++) {

d=0;

for (int j=0;3j<4;j++)cout<<b4[i] [j];//ispis 4 znamenke koda
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1. Glavni program za prethodni zadatak (ukljucuje funkcije u nastavku)

//cout<"=";

broj 1=0;

for (int j=0;3j<4;j++) {
if(b4[i][j1==1){
d+=pow (2.,3-3);

broj 1l=brojl(broj_1);

}

cout<<":"<<b4[i] [j]<<" d="<<d;

}

cout<<", broj \'l\'="<<broj 1l<<"=Hamm tezina'<<endl;
}}

void b2d3(int d,int b4[][4],int 1,int dekod[8]) {
int i=0,broj_1;

for(int i=0;i<8;i++){

d=0;

for (int j=0;3j<4;j++)cout<<b4[i] [j]; //ispis 4 znamenke koda
//cout<<"=";

broj 1=0;

for(int j=0;3j<4;j++) {

if(b4[1][j]==1){

d+=pow (2.,3-3);

broj_1=brojl(broj_1);

}

cout<<":"<<b4[i] [J]<<" d="<<d;

}

cout<<", broj \'l\'="<<broj 1l<<"=Hamm tezina'"<<endl;
}}

int brojl (int broj 1) {broj 1l++;return broj 1;}

C:\windows\system32\cmd.exe

Kodni vektori:

0000:0 d=0:0 d=0:0 d=0:0 d=0, broj '1'=0=Hamm tezina
0011:0 d=0:0 d=0:1 d=2:1 d=3, broj '1'=2=Hamm tezina
0101:0 d=0:1 d=4:0 d=4:1 d=5, broj '1'=2=Hamm tezina
0110:0 d=0:1 d=4:1 d=6:0 d=6, broj '1'=2=Hamm tezina
1001:1 d=8:0 d=8:0 d=8:1 d=9, broj '1'=2=Hamm tezina
1010:1 d=8:0 d=8:1 d=10:0 d=10, broj '1'=2=Hamm tezina
1100:1 d=8:1 d=12:0 d=12:0 d=12, broj '1'=2=Hamm tezina
1111:1 d=8:1 d=12:1 d=14:1 d=15, broj '1'=4=Hamm tezina
NE kodni vektori:

0001:0 d=0:0 d=0:0 d=0:1 d=1, broj '1'=1=Hamm tezina
0010:0 d=0:0 d=0:1 d=2:0 d=2, broj 'l'=1=Hamm tezina
0100:0 d=0:1 d=4:0 d=4:0 d=4, broj '1'=1=Hamm tezina
0111:0 d=0:1 d=4:1 d=6:1 d=7, broj '1'=3=Hamm tezina
1000:1 d=8:0 d=8:0 d=8:0 d=8, broj 'I'=1=Hamm tezina
1011:1 d=8:0 d=8:1 d=10:1 d=11, broj '1'=3=Hamm tezina
1101:1 d=8:1 d=12:0 d=12:1 d=13, broj 'l'=3=Hamm tezina
1110:1 d=8:1 d=12:1 d=14:0 d=14, broj '1'=3=Hamm tezina
Press any key to continue . . .

Kombinacije bez ponavljanja za medusoban zbroj po dvije ne-poruke: (n nad ») = (8§ nad 2) = (3) =(8-
7)/(1 - 2) =28]. Primjeri:
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9.= [0001] 12.= [0111] 11.= [0100] 16.= [1110] 13.= [1000]
10.= [0010] | + 15.= [1101] | + 9.= [0001] | + 14.= [1011] | + 10.= [0010] | +
2.= [0011] | 6.= [1010] | 3.= [0101] | 3.= [0101] | 6.= [1010] |

Svojstvo linearnih kodova da zbroj bilo kojih dviju kodnih rijeci daje treu kodnu rije¢ ¢lanicu pod-
prostora, navodi se jednostavno kao: Ako su u i v kodne rijeci, onda w = u + v takoder je kodna rijec.

Stoga je udaljenost izmedu dviju kodnih rijeci jednaka teZini trece kodne rijeci, to jest,

d(u, v) =w(u +v) =w(w).

Najmanja udaljenost linearnoga koda moze se odrediti bez mjerenja udaljenost izmedu svih sastava
parova kodnih rijeci (Sto upravo radi prethodni C++ zadatak). Samo treba ispitati teZinu svake kodne
rijeci (isklju¢ujuéi kodnu rije¢ "sve 0") u pod prostoru minimalne tezine §to odgovara minimalnoj
udaljenosti dpin. Isto tako, dmin podudara se najmanjom udaljenoscu (iz skupa svih udaljenosti) izmedu

kodne rijeci "sve 0" i svih ostalih kodnih rijeci.

2.2.2. 2.2.2. PROGRAMSKE PODRSKE BROJEVNIM PRETVORBAMA

2. Pretvorba: oktalno - binarno

// Ugraditi provjeru ispravnosti upisanoga broja
#include <iostream>

using namespace std;

void oct2bin (int);

void main () {

int a;

cout << "Unesite 2-znamenkasti\noktalni broj: ";
cin>>a;

oct2bin (a) ;

// getchar();

}

void oct2bin(int oct) {

long bin=0;

int A[6];

//Svaka oktalna znamenka pretvara se u 3 bita,
//2 oktalne znamenke = 6 bitova ukupno.

int al,a2,kol,rem,x;

a2=oct/10;

al=oct-a2*10;

for (int x=0,;x<6;x++)A[x]=0;

//Skladisti se ostatak jedinica oktalne znamenke u polju.
for (x=0;x<3;x++) {kol=al/2;rem=al%2;A[x]=rem;al=kol;}
//Skladisti se ostatak "osmica" oktalne znamenke u polju.
for (x=3;x<6;x++) {kol=a2/2;rem=a2%2;A[x]=rem;a2=kol;}
//Binarni broj dobije se iz ostataka.

for (x=x-1,;x>=0;x--) {bin*=10;bin+=A[x];}

cout<<"Binarni ekvivalent\noktalnoga broja "<<oct<<" je '"<<bin<<
"."<<endl;

}

C:\windows\system32\cmd.exe
Unesite 2-znamenkasti

oktalni broj: 67

Binarni ekvivalent
oktalnoga broja 67 je 110111.
Press any key to continue . . .
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Slijjedi niz C++ programa koji ¢e se obraditi na laboratorijskim vjezbama u prikladnome trenutku.
Pretvorba dekadskoga broja u binarni (vrijedi za dekadske brojeve manje od 16).;
Pretvorba dekadskih brojeva (0-15) u binarne (jedan stupac).;

Pretvorba dekadskih brojeva (0-127) u binarne (jedan stupac).;

Pretvorba dekadskih brojeva (0-127) u binarne (jedan stupac-2 for petlje) 1. varijanta.;
Pretvorba dekadskih brojeva (0-127) u binarne (jedan stupac, 2 for petlje) 2. varijanta.;
Pretvorba dekadskih brojeva (0-127) u binarne (osam stupaca).;

Pretvorba binarnoga broja u dekadski (inacica char).;

Pretvorba binarnoga broja u dekadski (inacica string nastavlja se na ina¢icu char);

NSO S

Pretvorba binarnoga broja u dekadski (inacica int polje[] nastavlja se na ina¢icu char).;

—
e

Pretvorba binarnoga broja u dekadski (inacica int polje[] [] nastavlja se na ina¢icu char).;
Varijanta upisa binarnoga broja:

11. Pretvorba binarnoga broja u dekadski (metoda cin.get1line(b0,5) — izbornik.

2.2.3. 2.2.3. OSTALE DEFINICIJE | PRETVORBE C++ PROGRAMOM

Definicija Hammingova teZina binarnoga bloka je broj elemenata vrijednosti 1 u njemu.

Definicija Hammingova udaljenost izmedu dvaju binarnih blokova (dva bloka moraju imati iste
duZzine) broj je mjesta u kojima se ta dva binarna bloka razlikuju.

Primjer: Dva bloka, [101011]1] i [1111010] imaju Hammingovu fezinu 5 (broj jedinica u rije¢i).
Razlikuju se na drugome, Cetvrtome, petome i sedmome mjestu. Ukupno se razlikuju na Cetiri mjesta
pa je njihova medusobna Hammingova udaljenost jednaka 4.

Blok ¢ predstavlja zbroj dvaju blokova a i b, a ima elemente vrijednosti 1 na onim mjestima gdje se ta
dva bloka (a i b) razlikuju. (Z)broj 1-elemenata bloka ¢ je stoga Hammingova udaljenost izmedu a i b.
Ovaj broj, s druge strane, je Hammingova tezina bloka ¢. Onda imamo da je Hammingova fezZina
zbroja dvaju binarnih blokova, jednaka Hammingovoj udaljenosti izmedu tih dvaju blokova.

3. Odredivanje Hammingove tezine skupa od 16 binarnih vektora

Zbroj dvaju binarnih vektora a i b je vektor ¢ koji ima elemente vrijednosti 1 na onim mjestima gdje se
vektori a 1 b razlikuju (XOR). (Z)broj 1-elemenata vektora ¢ je Hammingova udaljenost izmedu a i b,
a to je ujedno Hammingova tezZina bloka ¢. Za zadan skup binarnih vektora: {0001, 0010, 0100, 0111,
1000, 1011, 1101, 1110}, odredite minimalnu Hammingovu tezinu. Skup vektora upiSite kao int
polje[8][4].

Definicija Minimalna Hammingova udaljenost koda, minimalan je rezultat dobiven mjerenjem
udaljenosti izmedu svih mogucih parova kodnih rijeci.

Minimalna Hammingova teZina koda, minimalan je rezultat dobiven mjerenjem Hammingove teZine

M N

svih kodnih rijeci, osim kodne rijeci koja sadrzi "sve 0" (trebala bi postojati).

Primjer Minimalna Hammingova udaljenost koda od 8 kodnih rije¢i Sto ih prikazuje tablica 1.3 je 2,
jer se bilo koje dvije rije¢i razlikuju u najmanje 2 mjesta. Minimalna Hammingova tezina takoder je 2.

U linearnome kodu, minimalna Hammingova teZina jednaka je minimalnoj Hammingovoj udaljenosti.
Blok "sve 0" je kodna rijec zbroja bilo koje kodne rijec¢i same sobom 1 mora pripadati kodu (na temelju
definicije linearnosti) S§to vodi kodnoj rije¢i "sve 0". Ako je a kodna rije¢ koja ima minimalnu
Hammingovu teZinu d, onda je minimalna Hammingova udaljenost izmedu a 1 bloka "sve 0" takoder d.
Nije moguce imati dvije kodne rijeci, npr. b i d, ¢ija je udaljenost e manja od d. Ako bi to bio slucaj,
onda je ¢ + d takoder kodna rijeC¢ 1 mora imati tezinu e. To je u suprotnosti s ¢injenicom da je d
minimalna tezina. Jedini blok-kodovi kojima se bavimo u ovoj skripti su linearni kodovi.

Slijedi popis C++ programa koji potvrduju uvedene i navedene pojmove.
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12.  Odredivanje Hammingove udaljenosti skupa od 8 binarnih vektora EXOR operatorom

4. Dekadski ekvivalenti nekodiranih ulaznih vektora i broj jedinica (‘1°) u njima

Zadan je skup od 8 binarnih vektora (4 bita): {{0001]", [0010], [0100]7, [0111]%, [1000]", [1011]",
[1101]7, [1110]"}. Napisite funkciju koja raduna dekadski ekvivalent svakoga vektora. Koliko svaki
binarni vektor sadrzi jedinica ('1')? Koliki je ukupan broj jedinica ('1') u svim vektorima?

13.  Odredivanje Hammingovih udaljenosti za 28 sastava binarnih vektora EXOR operatorom.;
14. Hammingova tezina zbroja dvaju binarnih blokova.;

15. Minimalna Hammingova tezina kodnih vektora (sva sjedinjenja EXOR zbrojeva ne-kodnih
vektora 1 provjera dobije li se jedan od 8 kodnih vektora.;

16. Odrediti, pripada li zbroj dvaju ne-kodnih vektora (2.=28) jednome iz skupa kodnih vektora {8}.

2.3. 2.3. Minimalna Hammingova udaljenost i sposobnost otkrivanja/ispravke pogreSaka

2.3.1. 2.3.1. OTKRIVANJE POGRESAKA

Prenosi se vektor a = [10110011]. Vektor a podlijeze pogreSkama na putu do primatelja, gdje se
pogreske prepoznaju kao uzorak pogreske e = [11001001]. Primljeni vektor b onda je a + e =
[01111010]. Broj pogresaka koje se pojave u ovome primjeru u vektoru a, na putu do prijemnika je 4,
a to je Hammingova tezina e. Ovaj broj je Hammingova udaljenost izmedu a i njegove primljene
inacice b. Opcenito se moze re¢i da Hammingova udaljenost izmedu poslanoga vektora i njegove
primljene inacice, predstavlja Hammingovu tezinu uzorka pogreske.

Pretpostavimo da odasiljac i prijemnik imaju popis kodnih rijeci specificnoga koda i1 usuglaseni su da
se bilo koji preneseni blok medu njima, mora sastojati od ovih kodnih rijeci. Nakon $to dobije poruku,
prijemnik odlucuje postoje li pogreske u poruci, provjerom pripada li kodna rije¢ kodu. Ako pripada,
odlucit ¢e ima li ili nema pogreske. Ako primljena poruka nije kodna rijec, prijemnik odlucuje sadrzi li
primljena poruka pogresku.

Definicija Moguénost otkrivanja pogreSke koda maksimalan je broj pogresaka §to se mogu pojaviti
u poslanoj kodnoj rijeci. To prijemniku omogucuje otkriti je li primljena poruka, pogresna.

Takvo otkrivanje podupire promatranje da primljena poruka nije kodna rije¢. Sada se vidi povezanost
izmedu sposobnosti otkrivanja pogresaka u kodu i njezine minimalne Hammingove udaljenosti.
Ozna¢imo minimalnu Hammingovu udaljenost dyin. Ovo znaci da se bilo koje dvije kodne rijeci
razlikuju u najmanje dpi, mjesta.

Sada pretpostavimo prijenos kodne rijec¢i a koja se primila kao vektor b. Ako je b takoder kodna rijec,
onda je doSlo do pogreske pa b nije jednak a. Takva pogreska nece se otkriti, jer se otkrivanje
pogreSaka temelji na provjeri je li b bilo koja kodna rijeC. Bez obzira koliko se paritetnih bitova
pridruzi informacijskome vektoru, nemoguce je ustrojiti kod u kojemu se postojanje pogresaka u
primljenoj poruci uvijek otkrije (osim "koda" koji se sastoji od samo jedne kodne rijeci). To je zbog
¢injenice da uvijek postoji moguénost slanja kodne rije¢ a i prijema druge kodne rije¢ b pa se
pogreSaka ne moze otkriti.

Zakljucak 2.1 U primljenoj poruci, pogreske se ne mogu otkriti onda i samo onda ako je vektor uzorka
pogreske 1 sam, kodna rijec.

Promotrimo prethodno razmatrani primjer, u kojemu se kodna rije¢ a dobila kao jo$ jedna kodna rije¢
b (to je jedini slucaj u kojemu nije moguce otkriti pogreske). Neka je e = a + b. Zbog linearnosti koda,
uzorak pogreske e i sam je kodna rijec.

Zakljucak 2.1 takoder oblikuje temelj za izraun vjerojatnosti neprepoznavanja pogreSaka. Mnogi
pouzdani komunikacijski sustavi temelje samo na otkrivanju pogreSaka, u smislu da se provjeri sadrzi
li primljena poruka pogreske. Ako se otkriju pogreSke (tj., otkrije se da primljena poruka nije kodna
rije€), trazi se ponavljanje prijenosa poruke (jedna od 3 glavne metode ARQ) pa ¢e se ponovljenim
slanjem poruke, ona opet provjeriti na pogreske, itd., sve dok se ne primi poruka bez otkrivene
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pogreske. Vazno je izracunati vjerojatnost neprepoznavanja pogreSaka kako bi se analizirala
ucinkovitost sustava. Za linearan kod, to je vjerojatnost da je vektor uzorka pogreske, kodna rijec.

Koliki je minimalan broj pogreSaka koje ¢e se pojaviti u poslanoj kodnoj rijeci a, u slucaju da se primi
neka druga kodna rije¢ (u tome slu¢aju nemoguce je otkriti pogreske)? Kako je dpni, minimalan broj
mjesta u kojima se kodna rije¢ razlikuje od bilo koje druge kodne rijeci, to znaci da se barem dpiy
pogresaka mora dogoditi za vrijeme prijenosa, kako bi se rije¢ a primila kao druga kodna rijec¢ b. S
druge strane, ako je broj pogresaka koje se pojave u a, jednak dyin—1 ili manji, uvijek ¢e se otkriti
pojava pogreske, jer broj pogresaka nije dovoljan za pretvorbu u neku drugu kodnu rijec.

Zakljucak 2.2 Moguénost otkrivanja pogreske koda je dnin—1, gdje dmin 0znacava minimalnu
Hammingovu udaljenost koda.

2.3.2. 2.3.2.ISPRAVAK POGRESAKA

Razmotrit ¢emo moguénost ispravke pogresaka u primljenoj poruci, znajuci da se poslala kodna rijec.
Ispravak pogresaka u poruci znaci odredivanje mjesta pogresnih bitova, a nakon Sto se otkrije da je
poruka primljena kao pogresna (tj., otkrije se da dobivena poruka nije kodna rije€). Ispravljena poruka
treba bi biti jednaka kodnoj rijeci u kodu koji je zajednicki 1 odasiljacu i prijemniku.

Definicija Sposobnost ispravke pogresaka koda, maksimalan je broj pogresaka koje se mogu pojaviti
u primljenoj kodnoj rijeci, a da prijemnik jo§ uvijek moze odrediti izvornu poruku.

Primjer: Procjena sposobnosti koda za ispravak pogreSaka u slucaja da se prenosi kodna rije¢ a =
[11001100], a primi se poruka m = [11111100]. U koriStenome kodu (koriste ga i odasilja¢ i
prijemnik) ima jos jedna kodna rije¢ b = [11111111]. Hammingova udaljenost izmedu a i m je 2, a to
je takoder udaljenost izmedu b 1 m. Pretpostavimo da je zadana m. Uz spoznaju da u njoj postoje dvije
pogreske, u odnosu na njenu poslanu inacicu, koja je vazeca kodna rijec?

Nemogucde je utvrditi je 1i prenesena kodna rije¢ a ili b, buduéi se m moze dobiti uvodenjem dviju
pogresaka, ili u a ili u b (i mozda u neku tre¢u kodnu rijec, ¢ija je Hammingova udaljenost m jednaka
2). Odatle slijedi da je sposobnost ispravke pogreSaka koda manja od 2. Ako je izmedu a i b
Hammingova udaljenost jednaka 4, poruka m nalazi se to¢no u sredini izmedu a i1 b (njihova
udaljenost je 2 za obje kodne rijeci). Stoga je nemoguce odrediti izvornu poruku.

Ispravak pogresaka moguc je samo ako je broj pogresaka manji od pola minimalne Hammingove
udaljenosti koda, $to osigurava da je primljena pogreSna poruka bliZa izvornoj kodnoj rijeci nego bilo
koja druga kodna rije¢. Sposobnost ispravke pogresaka koda onda je najveci broj koji je manji od
dmin/2. Taj broj je t = | (dmin—1)/2, gdje zagrade o oznacavaju cjelobrojan dio broja u
zagradama, (npr., L1l=1 i|_1,5J =1).

Zakljucak 2.3 Sposobnost ispravke pogreske koda je L(dmin—l)/ZJ (oznake za cjelobrojnu vrijednost™).

Obzirom na zaklju¢ke 2.2 1 2.3, sposobnost otkrivanja/ispravke pogreSaka koda, ovisi o njegovoj
minimalnoj Hammingovoj udaljenosti. Sto je veéa minimalna Hammingova udaljenost, veéa je
sposobnost otkrivanja i ispravke pogreSaka. Isti rezultat takoder znaci da ako kod omogucuje ispravak
do ¢ pogresaka u kodnoj rijeci, onda je minimalna Hammingova udaljenost koda najmanje 2¢+1.

t=L%J-2:2t=dmm—1:>dmm:2t+1 2.1)

Minimalna Hammingova udaljenost za (k, k) kod, koji se sastoji od svih 2k (varijacije s ponavljanjem
od dvaju elemenata k-toga razreda) sluc¢ajnih vektora duljine k, jednaka je 1. Paritetni bitovi onda se
mogu pridruziti svakome od tih vektora, zbog potrebe povecanja minimalne Hammingove udaljenosti.
Ovi paritetni bitovi racunaju se iz slucajnih bitova. PridruZivanjem sve vise i viSe paritetnih bitova,
moguce je povecati minimalnu Hammingovu udaljenost ovoga koda, zadrzavaju¢i stalan broj kodnih
rijeci. Ovaj postupak prikazuje tablica 2.1.

38 Obiljezavanje [ x | zna&i najmanji cio broj ne manji od x, a |y znagi najve¢i cio broj ne veéi od y.
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Tablica 2.1 Povecanje minimalne Hammingove udaljenosti koda dodavanjem paritetnih bitova

(a) (b) (c) (7, 4) kod
16 osnovnih rije¢i | Dodavanje 1 paritetnoga bita | Dodavanje 3 paritetna bita
0000 1000 00000 10001 0000 000 | 1000 110
0001 1001 00011 10010 0001 101 | 1001 011
0010 1010 00101 10100 0010 111 | 1010 001
0011 1011 00110 10111 0011 010 | 1011 100
0100 1100 01001 11000 0100 011 | 1100 101
0101 1101 01010 11011 0101 110 | 1101 000
0110 1110 01100 11101 0110 100 | 1110 010
0111 1111 01111 11110 0111 001 | 1111 111

U stupcu (a) tablice 2.1 navedeni su svi uzorci od 4 bita (16 slozaja). Hammingova minimalna
udaljenost je 1. Stupac (b) dobije se pridruzivanjem dodatnoga bita parnosti na kraj rijeci, tvoreci
kodnu rijeci ukupnoga pariteta 0. Hammingova minimalna udaljenost, ovdje je 2. Stupac (c) dobije se
pridruzivanjem triju paritetnih bitova rije¢ima prvoga koda [stupac (a)]. Minimalna Hammingova
udaljenost ovdje je 3. Nacin, kako se kod izgraduje, objasnit ¢e se u sljedecem poglavlju.

Napomena: Ovaj kod nije izgraden postujuéi jednadzbe za: p, p1, p».*° Nemoijte se zavaravati. Da bi se
postigla minimalna Hammingova udaljenost od 3, pocetnim slucajnim £ bitovima, nije uvijek dovoljno
pridruziti samo 3 paritetna bita.

U sljedecoj tablici NISU zadovoljene paritetne jednadzbe: py = a®b®d, p) = a®c®d, p, = bScDd,
nego samo minimalna Hammingova udaljenost od 3, izmedu SVIH rije¢i, medusobno. Ovakvo
kodiranje NECE imati Zeljeni u€inak na dekodiranje u dekoderu na prijemnoj strani.

polpi|al|p|b|c|d polpi|lal|p|b|c|d
0000 | O 0 0 0 0 0 0 | 000 J 1000 1 0 0 0 1 1 0 | 110
0001 | O 0 0 1 1 0 1 1101 ] 1001 | 1 0 0 1 0 1 1 | 011
0010 | O 0 1 0 1 1 1 | 111 ]11010| 1 0 1 0 0 0 1 | 001
0011 | O 0 1 1 0 1 0O |010])1011| 1 0 1 1 1 0 0 | 100
0100 | O 1 0 0 0 1 1 {011 ]1100]| 1 1 0 0 1 0 1 | 101
0101 | O 1 0 1 1 1 0 [ 110 ] 1101 | 1 1 0 1 0 0 0 | 000
0110 | O 1 1 0 1 0 0O | 100 ] 1110| 1 1 1 0 0 1 0 | 010
0111 | O 1 1 1 0 0 1 1001 1111| 1 1 1 1 1 1 1 111

2.4. 2.4. Hammingovi kodovi

Moguce je generirati kod s minimalnom Hammingovom udaljenosti jednakoj 3 ¢ija je kodna rijec
duljine 2”1 za bilo koji m, gdje se svaka kodna rije¢ sastoji od 2"-m—1 informacijskih bitova, a m su
paritetni bitovi. Takoder je poznato da je ovaj kod najucinkovitiji pri razmatranju brojnih paritetnih
bitova potrebnih zbog pridruzivanja informacijskome vektoru, da bi se postigla minimalna
Hammingova udaljenost od 3.

Ovaj ucinkovit kod naziva se Hammingov kod. Moguce dimenzije Hammingovih kodova su: (7, 4),
(15, 11), (31, 26)™, itd.. Budué¢i da Hammingovi kodovi imaju dp;, = 3, njihova sposobnost otkrivanja
pogresaka je 2, a njihova sposobnost ispravke pogresaka je 1.

Izgradnja koda znaci pretvorbu informacijskih vektora duljine & u kodne rijeci duljine n. To znaci
pridruzivanje n—k paritetnih bitova informacijskome vektoru, a koji se racunaju iz informacijskih
bitova. Medusobno razli¢ito rasporedeni informacijski 1 paritetni bitovi u kodnoj rijeci, dat ce
drugacije Hammingove kodove.

Na primjer, kod u stupcu (c) u tablici 2.1 je Hammingov (7, 4) kod. Tablica 2.2 prikazuje joS jedan
Hammingov (7, 4) kod.

3% Napomena: Hamming je paritetne bitove py, p; odnosno p,, oznacio kao P}, P, odnosno P; (brojanje je zapoceo od 1, a ne
od 0 i koristio je velika slova. Poslije su se oznake promijenili iz P u p. Slovo p zbog lakSega pamcenja (gr¢. mnemonikos)
upucuje na "paritet"), a indeksi zapocinju od 0, zbog prilagodbe binarnome oznacavanju (potencije zapocinju 0). Postoji jos
jedno odstupanje od izvornoga oznacavanja, jer je Hamming brojanje zapocinjao s lijeva u desno (Sto je prikladno za
razumijevanje), a potencije binarnih polinoma u pravilu rastu s desne, prema lijevoj strani.

% Detalji ¢e se obraditi na laboratorijskim vjezbama
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Tablica 2.2 Hammingov (7, 4) kod (po=a @ b D@ d,py=a @ cDd,pr=bDcDd)

Tablica 2.2 (7, 4) kod Tablica 2.1 (7, 4) kod
Kodne rijeci Rasclanjene kodne rijeci (zadovoljen je SAMO uvjet
pop1 | a | po | bed | pop1 | a | py | bed | minimalne udaljenosti od 3)

0000000 | 1110000 | [oof 0 [of ooo| [11 1 [ o000 | 0000|000 | 1000 | 110
1101001 | 0011001 | [11] 0 [ o001 | joodf 1 o o001 | 0001|101 | 1001 | 011
0101010 | 1011010 | [o1] o [] o10| [10 1 [@ o10| 0010|111 | 1010 | 001
1000011 | 0110011 | 100 0 [0 o11| [o1] 1 [0 o011 | 0011 {010 | 1011 | 100
1001100 | 0111100 | [100 0o [ 100| jo1] 1 [ 100 | 0100 [ 011 | 1100 | 101
0100101 | 1010101 | [o1] o o 101 | 10 1 [ 101 ] 0101|110 | 1101 | 000
1100110 | 0010110 | 11] 0 [0 110 joo 1 [ 110| 0110|100 | 1110 | 010
0001111 | 1111111 | oo 0 [] 111 | 11 1 [ 111 ] 0111001 | 1111 | 111

Legenda: X ... informacijski bitovi,
X ... paritetni bitovi

Kod u tablici 2.2 izgraden je na sljedeci nacin: Informacijski vektor duljine k=4, €iji je op¢i oblik (a, b,
¢, d), pretvara se u kodnu rije¢ duljine 7 dodavanjem tri paritetna bita oznacena s py, pi1, p».

Informacijski bitovi 1 paritetni bitovi nalazi se u odgovarajucoj kodnoj rijeci kako slijedi: po p1 a p2 b ¢
d. Paritetni bitovi racunaju se iz informacijskih bitova tako da zadovolje sljedece jednadzbe:

1 4 |- |5|—-]|6|-17
()p2®b®c®d=0
polpilalp|blcld 2 |- |3|-]|6]-]7
1234567(2)p1®a@c@d20 (2.2)
1] -13|-|5|-17
G plelalelb]|@|d=]0

Simbol @ oznacava izricito ILI zbrajanje (eXclusive OR). Obzirom na ono o ¢emu smo ve¢ pisali
(oduzimanje = zbrajanje), gornje tri jednadzbe mozemo pisati kao:

ho4l=lsl-lel-|7
P=b®c®d, D Telb|elcleld =0
2 - (3| -]6|-7
=a®cDd,
P 2) P ®la|®@|c|@|d|=]|0
po=a®bdd. 3 11 -13[ =157
@) plelalelbleld|=0

Popis 16 kodnih rijeci u tablici 2.2 izradio se odabirom svih 16 moguc¢ih informacijskih vektora duljine
4 (sve mogucée permutacije a, b, ¢, d). Svakome takvome vektoru pridruzila su se 3 paritetna bita,
zadovoljavaju¢i gore navedene tri jednadzbe. PoloZaj bitova u svakoj kodnoj rijeci, prema ovome
post4111pku je po p1 a p2 b ¢ d. Sklop koji pretvara informacijski vektor u kodnu rijec, prikazuje slika
2.2

Tablica 2.2
ulaz izlaz ulaz izlaz )9_
0000 | 0000000 | 1000 | 1110000 {
0001 | 1101001 | 1001 | 0011001
0010 | 0101010 | 1010 | 1011010
0011 | 1000011 | 1011 | 0110011
0100 | 1001100 | 1100 | 0111100
0101 | 0100101 | 1101 | 1010101

0110 | 1100110 | 1110 | 0010110
0111 ] 0001111 | 1111 | 1111111

Slika 2.2: Stvaranje kodnih rijeci iz informacijskih vektora (Tablica 2.2)"

po=a®bdd,
p1=a®cdd,
P=b®cdd.

0111100

;’:ﬁ"ﬁm%b“&

infoymacijski vetor
P 1100
ol
i
&
—|

* Napisati vjezbu!
* Napraviti vjezbu! Vjezba ukljuéuje i pripadni C++ program
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Slika%202.1.circ
Slika2.1.circ

Sklop na slici 2.2 automatski (korak po korak) generira sve kodne rije¢i Hammingova koda. Pridruzeni
paritetni bitovi dodani su informacijskim vektorima s desne strane (za tablicu 2.1). Plavo obojani
informacijski vektori (stupci 1 i 3), predstavljaju 2* = 16 varijacija s ponavljanjem od 2 elementa
Cetvrtoga razreda. U tablici 2.2, redoslijed informacijskih 1 paritetnih bitova je obrnut (lijevo-desno).

Generator rijedi od 0000 do 1111

a a o il
Y L
. — [— N |
T T | I =0 T 1l
1111111 ooo1111 1..-‘ 1111 o111
" L e L o E & o
| HEEEEN] | HEEEE NN K ; ; V LIl |l H NI
agoioi11ao 1100110 — |'-LI|C|_K 1110 oi11a
- PN i=p FEEY
| EEEEEN] NN EN] LIl ||
4RY 1010101 R RS oi1o00101 ) i |h_’1101 L1 o101
| HEEENEN] | HEEEEN] ’1111111 CIearllJ"I il |l NI
11 oi111100 R RS 10011000 [ 1 1 1100 L1 oiron0
| HEEEEN] |[HEEEEEN] I | N |l NI
4RY oi11o0o011 R RS 1000011 | 1 1011 L1 oo11
| HEE NN |[EEEEEN] | HE NI Ll
4RY 1011010 R RS oio1010 1 1010 L1 oo1ilao
|[HEEE NN | EEEE NN ....... |l N | | H NI
@ oo d
11 agoi1i1o001 R RS 1101001 PU pl pg FURS 1001 L1 oooil
| HEEEEN] |[HEEE NN |l NN | H NI
HRY 1110000 RS goooooao HEY 1000 AN ogooo
L Ll L L L1 ||
= el

Slika 2.3: Sklop za generiranje tablice 2.2.

* Napraviti vjezbu! Vjezba ukljuéuje i pripadni C++ program
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Slika%202.1_1.circ
Slika%202.1_1.circ

4.

Laboratorijska vjezba 3: Koncept kodiranja i dekodiranja blok-kodovima.
Hammingov (7, 4) kod - 1. dio

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

3.

3.1
3.2.
3.3.
3.3.1.
3.3.1.1.
3.4.

3.5.
3.5.1.
3.6.
3.6.1.
3.6.1.1.
3.6.1.2.
3.7.
3.8.

Laboratorijska vjezba 3: Koncept kodiranja i dekodiranja blok-kodovima
Pojam Hammingove udaljenosti

Broj pogre$aka $to ih se moze ispraviti

Stvaranje blok-kodova

Hammingov kod, jednostavan linearan blok-kod
Zadatak

Arhitektura kodera

Paritetna matrica Hammingova (7, 4) koda
Arhitektura kodera (B. Arazi)

Vjezba - Punjenje registara informacijskim bitovima
Dekodiranje

Sindrom

Zadatak 1:

Zadatak 2:

Tablica sindroma

Struktura dekodiranja

Popis simulacijskih krugova:

Popis simulacijskih krugova:

Slika 2.1.circ, Slika 2.1_1.circ, Zbroji 2. rijeci od 4 bita.circ, Slika matrica H.circ, Slika Count Down.circ,
Hammingov sustavan (7, 4) kod.circ, Slika 3_4.circ, Slika 3.4.circ, Slika 3.4a.circ, Slika4.1ponovljena.circ,
Hamming i Pretvorba BIN2DEK .circ,

Zbirke zadataka:

Konstrukcija, kodiranje i dekodiranje Hammingovoga (7, 4) koda.doc
Chapter 06 Channel Coding 1-ZADACI.doc
P08_BlockCodes HR.doc
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2.5. 2.5. Optimalni kodovi

251. 2.5.1. OPTIMALNO KODIRANJE

Prema izrazu (1.39) u poglavlju o uvjetima optimalnoga kodiranja, izraz
HU) - HU) 1 (2.3)
Id L dL v

. . Loy . . . _ . .. i qeve e HU)
jasno pokazuje da se prosjecnim brojem simbola 7 mozemo po volji pribliZiti iznosu — .~ samo ako

su blokovi bitova dovoljno dugi. Prema izrazu, mozemo postaviti osnovnu tvrdnju o kodiranju vijesti:

Tvrdnja: Ako se primijeni kodiranje dovoljno dugih blokova vijesti, onda se minimalan srednji broj
kodnih (binarnih) simbola potrebnih za kodiranje jednoga simbola vijesti, moze po volji pribliziti
iznosu H(U)/Id L (tj. odnosu prosje¢noga iznosa informacije po jednome simbolu vijesti i kapacitetu
abecede).

Iz gornje tvrdnje proizlazi moguénost procjene ekonomicnosti nekoga koda, a zatim je na temelju nje
moguce (pr)ocijeniti koliko se neki konkretan kod, svojom ekonomicnos¢u, priblizio optimalnome
kodu. Kao najvaznije, teorem o kodiranju daje pravi fizikalan smisao entropiji elementarnih simbola
vijesti, a to je minimalan broj binarnih simbola §to ih se pri postupku kodiranja, u prosjeku pridruzuje
jednome od elementarnih simbola vijesti. Izraz ¢e poprimit narocito jednostavan oblik za binarne
sustave (kakvi se danas upotrebljavaju u praksi) tj. za L = 2:

HU) <7 < HU)+~ (2.4)
A%

Sasvim je jasno, da s motriSta tehnicke realizacije sklopova za kodiranje, kodiranje blokova nije uvijek
najprikladnije. Moramo uzeti u obzir ¢injenicu, da ¢e koderi i dekoderi koji se primjenjuju za kodiranje
blokova postati slozeniji Sto je duzina bloka veca. Osim toga, na prijemnoj strani sustava, primjenom
takvoga nacina kodiranja, informacija nuzno kasni, jer dekoder mora primiti ¢itav blok, da bi mogao
dekodirati pojedine simbole u njemu.

Ocito je da se mora traZiti ustupak izmedu onoga $to daju teorijske postavke i ekonomicnosti tehnicke
izvedbe uredaja. Teorem o kodiranju pokazuje dosljednu mogucénost najprikladnijega nacina kodiranja
1 odreduje grani¢nu ekonomicnost koda te metodiku sinteze najprikladnijega koda.

2.5.2. 2.5.2. METODE OPTIMALNOGA KODIRANJA
U sljedeca dva primjera pokazat ¢emo dvije prakticne metode za sintezu optimalnih kodova, Shannon-
Fano metoda i Huffmanov algoritam kodiranja izvora.

2.5.2.1. 2.5.2.1. Optimalna Shannon-Fano metoda kodiranja odijeljenih vijesti.

Primjer 2.1. Pretpostavimo da vijestima u; Sto ih treba kodirati, pripadaju apriorne vjerojatnosti p(u;).
U tablici 2.3 vijesti su poredane po padaju¢im vjerojatnostima.

Tablica 2.3. Optimalno kodiranje (Shannon-Fano metoda)

vijes‘ri‘binarni znakovi| kodna rije¢ |broj znakova u kodnoj rijeli

upu) 1 2 3. 4 5|A[B|C|ID[E n p(u)

up| 1210 |-1]-1- 0 1 1/2

U |14 1110 -1-[1-1110 2 1/4

us| 18 11(1]0|-(-]1]1[0 3 1/8
us|1/16|1 (1 (110 1111110 4 1/2 1/4 1/16
us(1/32|1 11111011 |1]1]0 5 1/8 116 1/32
us|1/32| 1 (1 (1111111 1 5 1/32

Odredite binaran kod za kodiranje odijeljenih vijesti koji je najblizi optimalnome.
Rjesenje: NacCin rjesavanja je sljede¢i (Shannon-Fano metoda):

. Vijesti se poredaju po padaju¢im vjerojatnostima (vidi tablicu 2.3).
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. Takav niz razdijeli se u dvije skupine tako da su zbrojevi vjerojatnosti pojedinih vijesti u obje
skupine $to je moguce blizi 1/2.

. Svim vijestima koje su u gornjoj skupini (stupac A) pridruzimo simbol 0, §to oznacuje prvi znak
binarnoga koda.

. Svim vijestima koje su u drugoj skupini (stupac A) pridruzimo simbol 1, $to takoder oznacuje
prvi znak binarnoga koda.

. Nadalje, svaku od ostalih skupina (od A do E) opet podijelimo na podskupine, tako da je zbroj
vjerojatnosti u svim podskupinama priblizno jednak, pri tome se:

. gornjim podskupinama u svakome stupcu pridruzuje simbol 0, §to oznacuje drugi znak
binarnoga koda, a

. donjim podskupinama pridruzuje se simbol 1 $to takoder ima znacenje drugoga znaka.
Ovakva dioba nastavlja se tako dugo dok u svakoj podskupini ne ostane samo po jedna vijest pa im se

pridruzuje "0" (gornja vijest) odnosno "1" (donja vijest).

2.5.2.2. 2.5.2.2. Huffmanova metoda optimalnoga kodiranja odijeljenih vijesti.
Primjer 2.2. Zadan je skup vijesti u; i njihove vjerojatnosti p(u;):

vijest Uy U, Us Uy Us Us
VJZI"OJGTHOST 0,25]10,25 (0,20 | 0,15 | 0,10 | 0,05

. Vijesti su poredane po padajuéim vjerojatnostima. Treba pronaci optimalan kod za
kodiranje odijeljenih vijesti iz zadanoga skupa.

RjeSenje: Primijenimo Huffmanovu metodu optimalnoga kodiranja (slika 2.4).
1 1

_1.00 [ 055 055 | 1.00
0.45 045
0 0

1 1
055 [ 0.30 p(w) | u, | Kkéd 0.30 | 0.55
0025 0,25 | w| 10 0025
1 1
045 [0.25 025 v 01 0.25 | 0.45
0-020 020 | u;| 00 0020
1 1
0.30[0.15 S| A 0.15 1 0.30
B 1
015010 210 4] 1101 567 015
0 —Q-Qio 0,05 | ug | 1100 —Qﬂio 0

Slika 2.4: Optimalno kodiranje Huffmanovom metodom

Desna slika, predstavlja zrcalnu sliku lijevoga dijela dijagrama optimalnoga kodiranja. Dakle, svejedno
je gdje smjestili tablicu (lijevo ili desno) i1 odakle zapoceli zdruzivanje vjerojatnosti (s desna ili s
lijeva).

Vijesti se poredaju po padaju¢im vjerojatnostima. Posljednje dvije (one s najmanjim vjerojatnostima)
zdruze se u jednu skupinu, a njihove vjerojatnosti se zbroje. Nadalje, tako dobivena skupina promatra
se kao jedna vijest time da se prema iznosu vjerojatnosti stavi na odgovaraju¢e mjesto. U tako
dobivenome skupu opet se zdruzuju dvije vijesti s najmanjim vjerojatnostima i dobivena nova vijest
stavlja se na odredeno mjesto po veli¢ini. Citav postupak ponavlja se dok zbroj vjerojatnosti ne bude
jednak 1. Na takav nacin dobila se shema kao na slici 2.4.

Da bi dosli do odgovaraju¢ega koda za pojedine vijesti krenimo od gornjega lijevoga kuta, tako da
uvijek gornju granu oznacimo "1" a donju "0". Broj grananja (-|) umanjen za 1 dat ¢e nam broj
binarnih simbola u kodnoj rije¢i za pojedine vijesti, a oznake grana bit ¢e ujedno i oznaka
odgovarajuc¢ega binarnoga simbola. Na slici 2.4 oznacene su kodne rijeci za pojedine vijesti.
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Zbog lakse predodzbe primijenit cemo geometrijski prikaz kodova. U binarnome sustavu (k = 2) kodna
rije¢ koja se sastoji od k, simbola (bitova), moze se prikazati koordinatama d, (koje mogu imati
vrijednosti 0 ili 1) u k, dimenzijskom prostoru E; . Ako je k, = 3, prostor se moze sasvim pregledno

prikazati u tri dimenzije. Ako s x;, x; 1 x3 0znac¢imo koordinate prostora E3, onda se vrhovi kocke mogu
oznaciti brojevima 0, 1, 2, ..., 7. Ako svakome od tih brojeva pridijelimo normalan binarni ekvivalent,
onda su npr. koordinate vrha 7: x; = 1, x, = 1 1 x3 = 1 (slika 2.5).

xh x5
1 1
» 6 1 001
L L u3
! : 011
5 : 7 101 :
] uP I 111
1 1
| 1
o “1'000
————— - ——--A—-> —————m— A - >
e *2 . 010 ~ %2
R 100 R
1 , L
, 3 , 110

S
R

a) Geometrijski prikaz koda b) Sigurnosni kod s udaljeno$¢u 2
Slika 2.5: Geometrijski prikaz koda i sigurnosne udaljenosti

Zelimo li pomo¢u koda s k, = 3 (bita) kodirati ¢etiri vijesti, N =4 = {uy, uz, u3 i us}, onda ée u kodu
postojati zalihost:

k,~WN k,—k
Id N k

:>r:§§2:0§:50%

(2.5)

Nas cilj je iskoristiti tu zalihost od 50% za sigurniji prijenos informacija.

Gledano geometrijski, potrebno je na pogodan nacin odabrati one vrhove kocke, u koje ¢emo smjestiti
naSe Cetiri vijesti. U tu svrhu uvedimo pojam udaljenosti dvaju vrhova, kao najmanji broj bridova koji
ih dijele. Npr. udaljenost vrhova 1 1 7 na slici 2.5.a jednaka je 2. Udaljenost izmedu dvaju vrhova
oznacavat ¢emo s d;. Ako sada pridijelimo informacijama one vrhove kocke ¢ija udaljenost je 2,
mozemo naciniti kod u kojemu je moguce otkriti jednostruku pogresku. Sasvim je jasno da se moze
naciniti viSe takvih kodova zavisno od toga koji vrh odaberemo kao pocetni. Jedna moguénost
prikazuje slika 2.5.b. U tablici pridruZen je odgovarajuci kod.

vijest

U4

uz

us

Uy

kod

000

101

011

110

Svojstvo d;; = 2 u ovome slucaju znaci, da se odabrane kodne kompleksije razlikuju u dvije znamenke.
Drugim rije¢ima, nastupi li prilikom prijenosa jednostruka pogreska u kodnoj rijeci, time nastaje nova
kodna rijec, koja nije pridodana ni jednoj drugoj vijesti (zalihosna rijec).

Npr. ako pri prijenosu vijesti u3 nastupi pogreska, te se kodna kompleksija primi kao 001, prijemnik ¢e
otkriti pogresku, ali ne¢e moci ustanoviti koja je vijest ispravna, jer je primljena kompleksija 001
mogla nastati ili od 101 ili od 011 ili od 000 promjenom samo jednoga bita. Jasno, dvostruka pogreska
u jednoj rijeci pretvoriti ¢e je u drugu, a ona takoder pripada jednoj od vijesti. Prema tomu takav kod
omogucuje otkrivanje ali ne 1 ispravak jednostruke pogreske.

Razmotrimo slucaj, ako istim kodom Zelimo kodirati samo dvije vijesti. Onda je » = 100%. U tomu
slu¢aju mozemo odabrati d;; = 3. Sada ¢e jedna pogreska u kodnoj rijeci dati rije¢ koja je od izvorne
udaljena za d = 1, a od svih drugih, koje su primijenjene za kodiranje (u ovomu slucaju to je samo
jedna) za d = 2. Prema tomu, takav kod imat ¢e moguc¢nost:

1.  Ispraviti jednu pogresku.

Npr. odaberimo kod prema tablici:
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vijest U4 uz
kod 000 111

Ako je primljena rije¢ 101, o€ito je pravilna informacija 111, uz pretpostavku da je nastupila
samo jedna pogreska, jer kompleksije 001 1 100 u odabranome kodu nemaju znacenje vijesti.

2. Otkriti dvije pogreske, bez moguénosti ispravke.
Na primjer rije¢ 100 mogla je nastati od rijec¢i 111 uz dvostruku pogresku ili od rije¢i 000 uz
jednostruku pogresku. Prema tomu mozemo samo otkriti pogreske, ali ne mozemo ustanoviti
ispravnu informaciju.

Svojstva kodova razmatrana uz k, = 3 mozemo primijeniti na op¢i slucaj. Dakako da je onda
geometrijski prikaz slozeniji i zahtijeva uvodenje viSe-dimenzijskih prostora. Opcenito, ako je u k,

dimenzijskome prostoru, £k, udaljenost izmedu dviju to¢aka koje predstavljaju niz od N simbola 0, 1,
..., N—1 poredanih u prirodnomu poretku, jednaka d, onda kodne kompleksije koje se koriste za
kodiranje simbola, ¢ine pod-prostor u kojemu je udaljenost izmedu ma kojih dviju to¢aka jednaka d.
Za bilo koje dvije kodne rije¢i M; i M; vrijedi, da je d;; > d. Ako u kodnoj rijeci nastupi jedna pogreska,
to ¢e dovesti do pogresne rije¢i M, l , udaljene od pravilne za 1, a od svih ostalih rije¢i za najmanje d—1.
Ocito je moguce otkriti jednostruku pogresku ¢iji nastup dovodi do pojave tocke koja je za o udaljena
od rije¢i M;, ako je ispunjen uvjet:

d—a>1. (2.6)
Na taj nacin vidimo da je maksimalan broj pogreSaka koje mozemo otkriti jednak d—1. Takav kod
moze dakle otkriti prisutnost d—1 pogresaka, ali pri tomu moze ispraviti samo %—1 pogresku ako je d

paran, ili % ako je d neparan. Za neke vrijednosti udaljenosti, tablica pokazuje koliko je moguce

pogresaka otkriti 1 ispraviti.

Minimalna vrijednost udaljenosti df Mle.Jcn.OSTI
ofkrivanje|ispravak

1 0 0

2 1 0

3 2 1

4 3 1

5 4 2

Iz gornjih razmatranja proizlazi, da je uvijek moguce binarno kodirati informacije takvim kodom, koji
u sebi sadrzi svojstva koja omogucuju otkrivanje 1 ispravak pogreSaka.

Postoji 1 niz drugih metoda za sintezu sigurnosnih kodova od kojih je najpoznatija Hammingova. Uvid
u tu metodu najlakSe se dobije preko primjera, zato ¢e se ona primijeniti u primjerima u poglavlju
2.5.3.

2.5.3. 2.5.3. SINTEZA SIGURNOSNOGA HAMMINGOVOGA KODA
Sinteze dviju vrsta sigurnosnoga koda pokazuju sljedeci primjeri.

2.5.3.1. 2.5.3.1. Otkrivanje i ispravak jednostruke pogreske.

Primjer 2.3. Optimalno kodiranje vijesti iz primjera 2.2, dodavanjem odgovaraju¢ih zalihosnih
bitova za otkrivanje 1 ispravak jednostruke pogreske.

RjeSenje: 1zvor informacija serijski generira moguce vijesti u; ... ug. Prema velicini vjerojatnosti
pojave pojedine vijesti, koder informacija (slika 2.6) pridodaje svakoj vijesti duzi ili kraci kod, koji se
dobije, npr. prije pokazanim postupcima optimalnoga kodiranja.

izvor Uy, Uy, ..oy U koder koder signala sigurnosan kod
informacije informacija |optimalan kod

Slika 2.6.: Uz primjer 2.3.
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Takav kod prikazuje tablica 2.4.

Tablica 2.4. Vjerojatnosti pojave optimalno kodiranih vijesti

Moguce vijesti|Optimalan kod|Vjerojatnosti pojavljivanja
U1 10 0,5
Uo 01 0,25
us 00 0,125
Uy 111 0,0625
Us 1101 0,03125
Us 1100 0,03125
Suma: 2 = 1,00000

Promatramo li postupak prijenosa vijesti, onda za odreden niz vijesti #; na ulazu kodera informacija, na
njegovome izlazu pojavljuju se serijski "1" 1 "0" u odgovaraju¢emu redoslijedu. Na primjer:

ulaz Us Us | uq | U Uy us U, Uy itd.
1234/56|78(910[1112{13 14{1516(17 18 19
izlaz|1[1]o[1]oJo[1[ojo[1[1]ofofo 10111 itd.

Iz ovakvoga niza "jedinica" i "nula" uvijek je moguée dekodirati primarne vijesti, buduéi je kod
reverzibilan. Potrebno je jedino jednozna¢no poznavati pocetak niza vijesti.

Znamo da su informacije pri prolazu kroz komunikacijski sustav podlozne utjecaju smetnji narocito u
prijenosnome sustavu. Smetnje mogu postati takve, da se pojedine jedinice pretvaraju u nule i nule
pretvaraju se u jedinice. Pretpostavimo, da je u gornjemu primjeru umjesto predanoga niza, primljen
sljede¢i niz:

1.|Redni broj bita 1234(56(78(910(|1112(1314|1516|17 18|19 20
2.|Nazivi optimalno kodiranih informacija Us us | ug | up Uy us up Uy ?
3.|Niz poslan na ulaz kodera 1101/00/10/0 1|1 0|0 0|0 1|1 1]1]..
4. Prijenosni sustav

5.|Niz primljen na ulaz dekodera 1101/01[10/0 1|1 o‘o o‘o 1 ‘ 10 ‘1
6.|Nazivi optimalno kodiranih informacija Us U, | Uy | U Uy us U, Uy 117

Obrnutim postupkom kodiranja (dekodiranje) prema tablici 2.4. dobili bi niz vijesti prikazan u petome
(5.) retku. Vidimo, da se zbog toga Sto je nastala pogreSka na dva mjesta (6, 18), primljen niz vijesti
razlikuje od predanoga. Prema tomu postoje¢i kod nema nikakve moguénosti suprotstaviti se
smetnjama. Zbog toga, prije predaje prijenosnome sustavu, potrebno je prikladno osigurati informacije
dodavanjem kodu novih elemenata.

2.5.3.2. 2.5.3.2. Udaljenost Hammingova koda

Richard Hamming, rade¢i u Bell Labs, 1947., pomocu preplitanja paritetnih bitova u kodnoj rijeci,
osmislio je nacin ne samo kako otkriti da se promijenila prenesena rije¢, ve¢ koji se to¢no bit te rijeci
promijenio. Definirao je "udaljenost" izmedu bilo kojih dviju rije¢i kao broj bitova u kojima se
razlikuju te dvije rije¢i. U Cast njegova rada, ovaj koncept nazvao se Hammingova udaljenost.

2.5.3.3. 2.5.3.3. Hammingova metoda paritetnoga ispitivanja koda
Ovdje ¢emo primijeniti metodu tzv. paritetnoga ispitivanja koda (metoda po Hammingu).
Pretpostavljamo, da se pogreske ne dogadaju suviSe Cesto. Neka je razmak izmedu dviju pogresaka
barem sedam binarnih znakova. Onda se izvorni niz binarnih znakova podijeli u skupine (blokove) po
Cetiri bez obzira na granice pojedinih vijesti:

1. 2. 3. 4.
17101]0010/0110j000 1|11 11]......

Tako se u svakome bloku nalaze po cetiri informacijska bita m,, m,, ms 1 ms. Dodavanjem kontrolnih
bitova svakome bloku, prosirit ¢emo broj mjesta za k, na kojima takoder mozZe nastupiti pogreSka pri
prijenosu. Zato je potrebno kontrolirati i informacijske i kontrolne bitove pomocu kontrolnih bitova.
Prema tomu, kompleksije kontrolnih bitova moraju svojim dekadskim ekvivalentom moc¢i oznaciti sva
m + k mjesta u jednome bloku. Zbog toga je broj kontrolnih bitova:

k>1d (m+k+1). 2.7)
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Kompleksija kontrolnih bitova sastavljena od samih "nula", oznacavat ¢e da pogreska nije nastupila.
Za nas slucaj:

k>1d @+k+1)—>k=3

Prema tomu s 3 bita moZemo obuhvatiti sva informacijska i kontrolna mjesta (2° = 8):

informacijska i kontrolna mjesta

Kontrolni bitovi| 0. [ 1. | 2. | 3. [4.|5.]6.|7.
Po 0O[1]0(1]0[1]0]1

P 0|01 (1]0]O0]1]1

P2 oOjojojoO|1]|1]1]|1

U svrhu kontrole primijenit ¢emo svojstvo parnosti zbroja binarnih znamenaka "1" (jedinica) na
odredenim mjestima. Zbog toga, potrebno je na predajnoj strani kanala prilagoditi kod tako, da zbroj
po modulu 2 izmedu znamenaka na odabranim mjestima bude jednak nuli. Kontrolni bit po moze nam
odrediti pogreske na mjestima 1, 3, 5, 7, p; na mjestima 2, 3, 6, 7 i p, na mjestima 4, 5, 6, 7.

Tomu treba prilagoditi i primaran kod tako, da se pri kodiranju, mjestima po, p; 1 p» na predajnoj
strani, dodaju kontrolni bitovi pa je zbroj po modulu 2 uvijek jednaka nuli. Zbog toga, potrebno je na
odgovaraju¢i nacin razmjestiti informacijske i kontrolne bitove, da se pri svakoj kontroli, medu
informacijskim bitovima nade samo jedan kontrolni bit. Za na§ primjer, razmjeStaj bitova prikazuje
sljedeca tablica:

Blokovi od 4 bita 1 %o & | | &) o) T
po M| p2 | 2 | M3 | Mg
1. blok 1 1 0 1
Kontrola 1-3-5-7 1 1 1 1
Kontrola 2-3-6-7 0 1 0 1 [ >po modulu 2
Kontrola 4-5-6-7 0 1 0 1
Novi kod za 1. blok| 1 0 1 0 1 0 1
2. blok 0 0 1 0
Kontrola 1-3-5-7 0 0 0 0
Kontrola 2-3-6-7 1] 0 1 [ o | 2P0 modulu2
Kontrola 4-5-6-7 1 0 1 0
Novi kod za 2. blok| 0 1 0 1 0 1 0
3. blok 0 1 1 0
Kontrola 1-3-5-7 1 0 1 0
Kontrola 2-3-6-7 1 0 1 0 | >po modulu 2
Kontrola 4-5-6-7 0 1 1 0
Novi kod za 3. blok| 1 1 0]0 1 1 0
4. blok 0 0] 0 1
Kontrola 1-3-5-7 1 0 0 1
Kontrola 2-3-6-7 1 0 0 [ 1 |>pomodulu?2
Kontrola 4-5-6-7 1 0 0 1
Novi kod za 4. blok| 1 1 0 1 0] 0 1

Na mjesto svakoga od 3 kontrolna bita, pri kodiranju stavi se znamenka ("0" ili "1"). Ona osigurava da
zbroj znamenaka po modulu 2 za svaki od kontrolnih bitova (po, pi, p2), daje nulu (prema prije
navedenim shemama). Sve tri kontrole daju vrijednosti kontrolnih bitova pa se nov (prosiren) kod za
svaki blok sada sastoji od 7 elemenata. Prema tomu, umjesto prvobitnoga niza od 4 bita, za koji smo
vidjeli da je neotporan na smetnje, na prijenosni sustav predajemo nov niz u blokovima od po 7 bitova:

Blokovi od 7 bitova

1. 2. 3. 4.
1010101/0101010[1100110[1101001|.........

Dobiven niz znatno je duzi od prvobitnoga, ali zato on u sebi sadrzi mogucnost otkrivanja 1 ispravke
Jjednostruke pogreske.
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2.5.3.4. 2.5.3.4. Otkrivanje i ispravak pogreSaka
Kako se otkrivaju 1 ispravljaju pogreske? Neka je npr. pod utjecajem smetnji pri prolazu kroz
prijenosni sustav, nastupila pogreska na ﬂ mjestu 2. blok%, te je na prijemnu stranu umjesto predanoga
niza stigao niz:

1010101 0101m10 1100110 1101001 ....

Prijemnik dakle, ne moze unaprijed znati da je nastupila pogreska pa provjerava tako da se prijemni
niz razbije na blokove od po 7 znakova i u svakome bloku provodi se provjera pariteta. Provjerava se
sadrze li sva tri pariteta, paran broj jedinica racunajuci sva odabrana kontrolna mjesta:

funkcija 1.1 2. | 3. | 4. |5 |6.|7. Rezultat kontrole
Primljen

1. blok 1 0| 1 0| 1 0| 1

kontrola

1-3-5-7 1 1 1 1|0

kontrola

2-3-6-7 0| 1 0|10

kontrola

4-5-6-7 0|1 0O[1]|0

Informacija

sadrzana u

1. bloku 1 1 0 | 1 | Rezultat kontrole je: 000

Dakle, prvi blok ispravno je primljen. Kontrolni bitovi mogu se sada odbaciti i informacija sadrzana u
prvome bloku glasi: 1 1 0 1. Sada se pristupa kontroli 2. bloka.

funkcija mjesto|1.|2.|3.|4.|5.|6.|7. Rezultat kontrole
Primljen 2. blok 0[1]0]1]1(1]0] O
kontrola 1-3-5-7 o] [o] 1 o] 1| 4 = 1x2°
kontrola 2-3-6-7 1]0 10/]o| I = 0x2
kontrola 4-5-6-7 11[1jo] 1] § =  1x2?
Primljen 2. blok B 1101 110 Racuna se odozgo prema dolje kao:
Ispravijen 2. blok o[1/0[1]0]1]0 ; 790 prema dojje kao.

- . ~ 1x2 +0x2 +1x2°=1+0+4=5

Ispravna Kkorisna informacija 0 0|10 Poareska ie na 5. miestul
Informacija sadrZzana u 2. bloku|0|0[1]0 9 J - ]

Kao $to se vidi, za 2. blok ne zadovoljavaju kontrole pariteta 1-3-5-7 1 4-5-6-7, te kao rezultat za te
kontrole biljezimo 1. Rezultat kontrole ¢itan odozgo prema dolje, daje redni broj mjesta na kojemu je
nastupila pogreska. Buduc¢i da je sustav binaran, ¢im saznamo mjesto gdje je nastupila pogreska,
mozemo ju odmah i ispraviti. Znamenku koja se nalazi na tomu mjestu zamijenimo njezinim
komplementom. U naSemu primjeru, ispravno je da na 5. mjestu bude 0, a ne 1. Kontrola prema istomu
postupku provodi se za svaki blok.

2.5.3.5. 2.5.3.5. Optimalno kodiranje i primjena Hammingova koda
Primjer 2.4. Neka je informacija pisanoga jezika sa zalihosti izvora prikazana tekstom:
VIJEST TREBA_PRENOSITI BEZ POGRESKE_

. Najprije treba optimalno kodirati taj niz, a zatim primjenom Hammingova koda osigurati
tocan prijenos vijesti.

RjesSenje: Stvaran sadrzaj te informacije dobit ¢e se koriStenjem optimalnoga koda za hrvatski jezik,

gdje je zalihost sukladna frekvencijama znakova dobivenih analizama tekstovima hrvatskih pisaca
(tablica 2.5).
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Tablica 2.5. Optimalan kod za hrvatski jezik.

Zadan tekst, kodiran ovim optimalnim kodom, izgleda ovako:
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Ako napisemo ovako skracen stvaran sadrzaj kodirane informacije na izvoru prema medunarodnome

ravnomjernome kodu broj 2 (tablica 2.6), onda optimalno kodiran tekst ima ovaj niz znakova:

BIPWWRH RiQ brojke R brojke razmak slova komb.32 OFHIBXQR brojke komb.32 U R,UC RZQ
Tablica 2.6. Medunarodni ravnomjeran kod broj 2

ZNAK | 12345 kod ZNAK | 12345 kod ZNAK | 12345 kod ZNAK | 12345 kod
A 11000 | 01100 Q 11101 Y 10101
B 10011 J 11010 R 01010 Z 10001
C 01110 K 11110 S 10100 00010
D 10010 L 01001 T 00001 01000
E 10000 M | 00111 U 11100 Slova 11111
F 10110 N 00110 \% 01111 Brojke | 11011
G | 01011 O 00011 W | 11001 Razmak | 00100
H | 00101 P 01101 X 10111 Komb.32 | 00000

U svrhu prilagodbe informacije kanalu odnosno prijenosnome mediju, informaciju ¢emo kodirati
kodom koji je sposoban otkriti i ispraviti pogreSske prema Hammingu. Napravimo to za kod od 4
elementa (tablica 2.7).

Tablica 2.7. Hammingov kod za blokove od Cetiri elementa.

* Rk ... razmak izmedu rijeci
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1.2. 3. 4. 1.12. /3. 4. 5. /6. 7. 1.12. 3. 4. 1.12. /3. 4. 5./6.|7.
140/, 0/0/0 |0 O O/O/O0O/O O] 91 1 1 1 |1 1, 1, 1/1 1 1
2j0 o 0/1 |1 10 1/0/0 1]1041/ 11 0 |0 0 1 0 1|1 0
3j0 0 1/0 -}JO0 1,0 1/0/1 Of11J1/1/0 1 ->}J1 0 10 1/0 1
40,0 11 |1 0 00 0/ 1 11241 1 0 0 -}J0 1 1 1, 1/0 0
501, 0 0 |1 0 01 1,0 0]J13j1{0/1 1/ >]0 1/1]/0/0]1 1
640 1,0 1 ->]J]0 1 0 0 1 0 1]14j1/0 1 0 |1 0 1 1,01 0
7]0/1/1/0|—>}|1 1, 0/0/1/1 0]15)j1/ 0/0 1 >]0 0 1{1/0/0 1
80 11,1 >]J]0 0 01, 1/1 1]1641/0 0 0 |1 1 1 0/ 0/ 0 0
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Koriste se sljedeca pravila:

Informacijski elementi dolaze na ., ., @ i . mjesto Hammingova koda, a 1., 2. i 4. mjesto ispunit
¢emo korisnom zalihosti, tj. kontrolnim bitovima (po, p1 1 p2). Pri sastavljanju novoga koda, primijenit
¢emo istu metodu kao u primjeru 2.3.

Na mjesto 4. bita (kontrolni bit) upisujemo 1 ili 0 tako da je:

o zbroj znamenaka na mjestima , , @ 1 , paran.
Zatim prelazimo na 2. mjesto, tj.

o zbroj znamenaka na mjestima , , @ 1 7 takoder je paran.
I konac¢no izracun za 1. mjesto daje

J zbroj znamenaka na mjestima 1, 3, 5 1 7 isto tako je paran.

Hammingov kod za blokove od Eetiri elementa iz tablice 2.6. i gornjega algoritma

Pseudo kod:

Od 4 bita ukupno se moze napraviti 16 rijeci

Najprije treba generirati tih 16 rijeci

U for() petlji svakoj od rijeci treba pridruziti paritetne bitove prema algoritmu:
po=2(1+3+5+7)=0

p1=%@2+3+6+7)=0

p2=%(@4+5+6+7)=0

Nakon izraCunatoga pariteta, treba ga pridruziti odgovaraju¢emu mjestu te proSiriti kodnu rije¢

Na potpuno jednak nacin kontrolira se primljen niz elemenata u prijemniku. Trostruka kontrola toga
niza od sedam elemenata, daje potreban podatak o mjestu pogreske pa je tako omoguéen ispravak.
Sada kodirajmo tekst:

VIJEST_TREBA_PRENOSITI_BEZ_POGRESKE_

0lolo ol 1 1] 1 IEE ‘1/0/0/1 0/ 1/
00100111 01 1101 10 1/0 1 01
011 1|11 0 0|0 0 0 O IREREREN 0 1 1
1 0 01/0 01 1/1 01 1|11 1 1/0 1 0 1
0 00 0/O 1 1 1[{0 0 O 0|1 0 0 11 1 [oWoN
011 1|1 0 10

1 razdjelom ga u skupine od cetiri elementa.
blok| 1.]2.|3.|4.|5.]6.]7.|1.]2.13.]4.]5.]6.|7.|1.]2.]3.]4.|5.]6.]7.]1.]2.|3.|4.]5.]6.]7.

2.
1/0 /0|1 1/0 11 0 0|0 1 1. 011
1 1

10 &71/1/0/ 0/ 1]/0 1 1 0 0 4 1 o/1/0/0/1]0 1 1/0/ 071 1
1 0 1

1.0/0/[1 1/1/0]0 1. 0/1]0 1000
5/0 01/ 1/0 0 1/0 1 41,1 0 0 o/1]/1]olxFol1[1/1]/0/0|0f0
0 0
1. 0/1/0 01/ 0/0 1.1/1.0 1110
9/1 o/ 11/ 071 0|1 0 1/1 0 0/0 0 A£0/1/1. 0[/0 0 1/0/1/ 1.0
1 1 0
1. 1,01 0 1/0]1 1. 0011 0 0 10
13/1 0/ 1/, 871/0/1/0 1/ 0/0/1/0 1|0/ 1/1/0/ 0/ 4&11]0 1 0/1]/0/1.0
1 0
0 111 11100 0 0/0/0 0 0 11
1710 o/0 1]/1/1 4]0 1 1/1/1/0/0[/0 0o/0 o700 0|1 0 0/0 07 1]/H1
0 1 1
Mol1][1 0 0 0]1 0 1/0]1 1.0 01
21/0 1/1/ 00871 1]1 1 0/ 10/ 0/1|/0 1/ 0/ 0/ 40 1/0 0 1 1,00 1
1 0

0 01 1 1100111 1017111 0 1 01
25/1 0o/o e 0/1 1]0 1 1 0. 0671 101 1.1/ 1/1 41]0 1 0 0 1 0 1
1 1 0

0 1/0 1 1. 011 0 0/olo 0 1/1 1
2000 1/9670/1/0 10 1 1 0, 0871 1/0 0 0 0/0 0 0J0 O 0 1 1. 41
1 1 0

0 0/0/0 1. 0.0 1 1. 1/0.0 000111
330 o/o/o/o/o 0l0o 0/1/1/0/0/1]0 1/1]/1/1/0/0f0 0 0[1/1/1 1
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blok| 1.]2.|3.]4.|5.]6.]7.|1.]2.]3.]4.]5.]6.|7.|1.]2.]3.]4.]5.]6.]7.]1.]2.[3.]4.]5.]6.]7.]
0 1/0/0 0 1 . 1/1 1,0/1]0

37414/,0 0/ 1/1/0 OJ0 0/0/1/1/1 1)1 0/ 1 1/0/1 0

1.12.13./4.(5.16.|7. Rezultat kontrole

Primljen 29. blok 0|1{1]0[1|/0f1] O
kontrola 1-3-5-7 of [1] [ [1]1] ¥ = 1x2°
kontrola 2-3-6-7 11 o1 1| 4 1x2'
kontrola 4-5-6-7 o/1j0j1] 0| 0 x 2
Primljen 29. blok 0|1 0[1[0]1| Racuna se odozgo prema dolje kao:
Ispravljen kod u 29. bloku o[1]olof1]01] 1x2°+1x2"+0x2*°=1+2+0=3
Ispravna korisna informacija 0 1101
Informacija sadr#ana u 29. bloku @ 1 0 1 Pogreska je bila na 3. mjestu!

U ovome nizu, pri prijenosu podataka, nastale su 24 pogreSke. Prikazan niz prema medunarodnome

kodu broj 2 sadrzi ove znakove:
NGMSFIWVHYAGRIH

Z P/ R|S|Y B|R|E K| K KombinacijaX 32
o | I K| D|D B |N|O/ | I |[slovaKDW
E| F J I M| A brojke E slova

Nastupe li pogreske oznacene prekrizenim elementima u tablici od 39 blokova i to samo na jednome
od sedam elemenata u bloku, ovaj niz u prijemniku, izmijenio bi se u sljede¢e znakove:

c G| O S F u W G H z A | G brojke

I T Z P Cc S Y Y4 R E U K T M
P K D E B N G P J D J E
D J I o | W B E Q

Izbrojimo 1i pogreske u tekstu od 49 znakova u gornjoj tablici, bez ispravke dolazimo do poraznoga
rezultata od 23 pogreske. Ako medutim ispravljamo Hammingovom metodom onda ¢e nestati sve
pogreske, a tekst je, bez korisne zalihosti, jednak stvarnome sadrZaju informacije izvora. Nakon
odbacivanja suvis$nih elemenata konacno pretvaramo informaciju u izvorni tekst tj.:

VIJEST_TREBA_PRENOSITI_BEZ POGRESKE_

Definicija Kodiranje je postupak koji se provodi u predajniku, gdje se raCunaju paritetni bitovi i
vezuju se uz informacijski vektor (pa tako oblikuju kodnu rije¢ za slanje). Krug Sto kodira, zove se
koder.

Neka je a kodna rije€ koja se prenosi i neka je m njena primljena inacica. Prijemnik ¢e pokusati otkriti
je li doSlo do pogreske tijekom prijenosa provjeravajuci vrijede li za m, jednadzbe 2.2 [(1), (2) 1 (3)].
Ako vrijede, onda je m kodna rije¢. Sada ¢emo pokazati kako ispraviti 1 pogresku koja se dogodila u a
(4., m se razlikuje od a u jednome bitu). Bitovi u a py p; a p» b ¢ d, zadovoljavaju jednadzbe 2.2 [(1),

(2)i(3)].

Neka su odgovarajuc¢i bitovi primljene poruke m [p, g, 7, s, t, u, v]. Jedan od bitova u m je komplement
odgovarajuega bita u a, a ostatak bitova je isti kao bitovi u a. Svaka od sedam mogucnosti
"posjedovanja" jedne pogresku u m, ima drugaciji utjecaj na vrijednosti yi, y», 3 (na slici 2.7).
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Slika 2.7: Utjecaj jedne pogresku u m na vrijednosti y;, y,, y3

Tablica 2.8 matematicki opisuje sliku 2.7:

Tablica 2.8 Ucinak jedne pogreske u m na vrijednosti y;, ya, y3*

Pogresni bitovi u m | Odgovarajuce vrijednosti za y; v, y3
p 001 2° 1
q 010 2! 2
r 011 2'@ 2’ 3
s 100 2° 4
t 101 2@ 2" 5
u 110 222! 6
v 111 @2 @2 7

To znaci da je na temelju yy, y,, v3, moguce saznati koji je pogresan bit u slucaju da je doslo do pojave
jedne pogreske. Slucaj bez pogreske je oznacen kao [y y» y3] = [000].

Slijedi, da je sposobnost ispravke pogreske koda najmanje 1. Tablica 2.8 objedinjuje ucinak jedne
pogreske u m, ispisom vrijednosti y;, 1, 3 generirane "oSteCenim" vektorom m.

2.5.4. 2.5.4.ISPITIVANJE PRIPADNOSTI BINARNOGA VEKTORA SKUPU KODNIH RIJECI

Pokazat ¢emo da sposobnost ispravke pogreske koda nije ve¢a od 1. Konacan cilj rasprave u ovome
dijelu poglavlja jest pronaci dmin. Razmotrimo npr., slu€aj gdje su pogresni bitovi p i ¢ u m. Unosom
sadrzaja vektora m u krug na slici uz tablicu 2.8, dobivamo y; =0,y =1, y3 = 1.

Iz tablice 2.8 vidi se da ¢e jedna pogreska u » dovesti do iste vrijednosti y;, y2, y3. To znaci da je
prijemniku nemoguce otkriti je 1i se u m pojavila jednostruka ili dvostruka pogreska. Sposobnost
ispravke pogreske koda je, dakle, 1, a zbog ve¢ spomenutoga, dmin je ili 3 ili 4.

Pokazimo sada da je dni, jednako 3, a ne 4, razmatranjem sposobnosti otkrivanja pogreSke koda.
Uzmimo slucaj gdje su bitovi p, g i ¥ u m pogresni, a ostali nisu. U ovome sluc¢aju moze se potvrdili da
vrijede jednadzbe 2.2 [(1), (2) 1 (3)], (tj., y1 = y» = y3 = 0.), tako da nema otkrivanja pogreSaka. To
takoder znaci da je m valjana kodna rijec.

Budu¢i smo pokazali da se pojava tri pogreSke ne moze uvijek otkriti, sposobnost otkrivanja pogreske
koda manja je od 3. Imamo da je dmin, €ija vrijednost je za 1 veca od sposobnosti otkrivanja pogreSaka,
manja od 4. Ako se iz sposobnosti ispravke pogreske koda pokazalo da je dp, 1li 3 ili 4, onda slijedi da
je dmin =3,

Ovdje je vazno razjasniti povezanost kodova za otkrivanje/ispravak pogreSaka. Obzirom na kod u
tablici 2.2 1 zapise uz tablicu 2.8, ve¢ se pokazalo da jedna pogreska u r 1 dvostruka pogreSka u p i ¢q
daje iste vrijednosti yi, y2, ¥3. Postoje brojna druga ponaSanja pogreSaka koja ¢e dati iste yy, v, ys.
Ispravno se zapitati: Kako prijemnik zna da se pojavila samo jedna pogreska, prije primjene postupka
ispravka jedne pogreske? Odgovor je da prijemnik doista ne zna prirodu pogresaka.

Odluka o tomu koju bi vrstu postupka ispravke pogresaka trebalo primijeniti, temelji se na prijaSnjim
mjerenjima ponasanja pogresaka u komunikacijskome kanalu.

* Ovu tablicu napraviti i sklopovski i C++!
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Pretpostavka da se javljaju jednostruke pogreske opravdana je tek nakon Sto se opseznim statistickim
mjerenjima utvrdi ta ¢injenica. Ako se ta pretpostavka narusi, "ispravak" pogresaka uvest ¢e dodatnu
pogresku.

Moze se pokazati da su kodne rijeci u tablici 2.2 jedine kodne rijeci koje zadovoljavaju jednadzbe 2.2
[(1), (2) i (3)].* Ova ¢injenica vrlo je vazna. Na primjer, binarni vektor duljine 7 moZe se provjeriti
pripada li kodnoj rije¢i ovoga koda jednostavnom provjerom zadovoljava li jednadzbe 2.2 [(1), (2) i
(3)]. Drugim rije¢ima, vektor d = [p, q, 7, s, t, u, v], kodna je rije¢ koda iz tablice 2.2, onda i samo onda
akojes@tPudv=0,g@rOu®@v=0ip®@r®dt® v=0. Slika 2.8 prikazuje krug za utvrdivanje
je li vektor d kodna rije¢ nasega koda.

goooooo | | |bd 1110000
P ooooooo p':gul g )gz DED P 1110000
71 o0 1 Mo
M 0 0 o1
1101001 10 0 1 100 go11001
b 1101001 101 g g 11010 b oo11011
0101010 rpr] @ [pa [ bed 1011010
P 0101010 11 1 0 000 P 1011010
10 1 1 ato 4
01 1 0 011 N
1000011 o1 1 1 T00 o11001 1 Tabllca2.1(7,4)k0d
E,.“_EE: M 41 11 _&ﬂ 0001 | 101 1001 | 011
Harnringow (7, 43 kéd ) 0010 |111] 1010 | 001
1001100 g111100 0011 |010| 1011 | 100
P 1001100 CI_K Clearl_F_l P 0111100 0100 |011| 1100 | 101
e, e’ . &g 0101 [110] 1101 | 000
I 0110 100| 1110| 010
0100101 1010101 0111 001| 1111 | 111
P 0100101 , 1010101 P 1010101
T TS = =
1100110 +—] ao10110
P 1100110 P 0010110
Tott Ml || /=0T
goot1111 o 1111111
P ooo1111 v v v P 1111111

272=4 2M=2 2*0=1
Slika 2.8: Provjera je li vektor iz tablice 2.2 kodna rijec koda

Izlazi yy, y», y3 sklopa prikazanoga na slici 2.7 su "sve 0" onda i samo onda ako je vektor, kodna rije¢
koda iz tablice 2.2. Do sada jo$§ nismo pokazali da je minimalna Hammingova udaljenost koda iz
tablice 2.2 jednaka 3. Ovo se naravno, moze provjeriti mjerenjem Hammingove udaljenosti izmedu
svih moguéi parova kodnih rije¢i u popisu kodnih rije&i ovoga koda.”” Medutim, za svrhe udzbenika
nas cilj je dokazati ovo svojstvo obzirom na sposobnost otkrivanja/ispravke pogresaka koda.

* Napraviti C++ program kojime se to dokazuje!
*" Napraviti C++ program!
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Slika%202.2.circ

5. Laboratorijska vjezba 4: Metode optimalnoga i ravnomjernoga kodiranja
(Shannon-Fano kod, Huffmanov kod, Hammingov kod)

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

Cjelovit primjer optimalnoga kodiranja u 18 slika nalazi se na MOODLE

4. Metode ravnomjernoga i optimalnoga kodiranja (shannon-fano kod, huffmanov kod, hammingov kod)
4.1. Ravnomjerno kodiranje

4.1.1. Ravnomijerni kodovi

4.2. Optimalno kodiranje

1. PRIMJER 4.1: Jedan nacin optimalnoga kodiranja

4.2.1. Shannon-Fano metoda

4.2.2. Huffmanova metoda optimalnoga kodiranja odijeljenih vijesti

2. PRIMJER 4.2: Huffmanovo kodiranje

4.3. Usporedba ucinkovitosti metoda optimalnoga kodiranja
3. PRIMJER 4.3: Shannon-Fano i Huffmanovo kodiranje
4.4, Hammingova metoda

4.5, Unesite svoja zapazanja o vjezbi

Definicije:

Optimalno kodiranje - postupak kodiranja koji ostvaruje minimalno vrijeme prijenosa poruka.
Ravnomjerno kodiranje - postupak kodiranja kod kojega su sve kodne rijec¢i jednake duzine.

Shannon Fano (sequence S)

8. Shannon-Fano (pseudo kod)

//#include <conio.h> // getch();

Order the set of symbols according to the frequency of occurrence;
Shannon Fano (sequence S)
if S has two elements
attach O to the codeword of one element and 1 to the codeword of another
else if S has more than one element
divide S into two subsequences, S, and S,,with the minimal
difference between probabilities of each subsequence;
extend the code word for each symbol in S, by attaching O, and attaching
[ to each code word for symbols in S, ;

ShannonFano (S;);
C:\windows\system32\cmd.exe

ShannonFano (S,);
9. Huffmanov algoritam (pseudo kod)

//#include <conio.h> // getch();

Huffman(Q

for(za svaki simbol napravite korijenski ¢vor iz ¢ega slijedi &itavo stablo,)
a prema vjerojatnosti pojave simbola

wh1i1e (sve dok ne preostane samo jedan ¢vor)
Uzmite 2 stabla t;, t, s najmanjim vjerojatnostima p;, p, (p; < py)
pa napravite stablo s t; i t, kao njithovim nasljednicima uz
vjerojatnost u novome korijenu jednaku p; + p,;

pridruzite 0 svakoj lijevoj grani, a 1 svakoj preostaloj desnoj grani;

napravite jedinstvenu kodnu rije¢ za svaki simbol prolazeci kroz stablo pocevsi od korijena
prema listu koji sadrzi pripadnu vjerojatnost
simbola zdruzujuci sve nule i jedinice u jednu cjelinu (rijec);

C:\windows\system32\cmd.exe
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2.6. 2.6. Paritetna matrica linearnoga koda

2.6.1. 2.6.1. OSNOVNI GENERATORI PARITETNE MATRICE

Jednostavan posmicni registar SR (shift register) moze se napraviti koristenjem samo flip-flop sklopa
D vrste, po jedan flip-flop (bistabil) za svaki podatkovni bit. Izlaz iz svakoga sklopa bistabila, spaja se
na D ulaz sklopa bistabila njemu s desne (ili lijeve) strane. Posmicni registri ¢uvaju podatke u svojoj
memoriji. Svaki impuls takta istovremeno pomice ili "posmice" (shiff) sadrzaje registara za jedan bit.
Podatkovni bitovi mogu se unositi serijskim ulazom bit po bit ili paralelno (svi bitovi istovremeno).
Podaci se mogu ukloniti iz registra bit po bit na serijskome izlazu ili istovremeno na paralelnim

izlazima. Jedna od primjena posmicnih registara pretvorba je izmedu serijskih i paralelnih podataka.

Posmicni registri prepoznaju se prema nacinu prihvata i isporuke binarnih podataka kao SIPO (Serial
Input, Parallel Output), SISO (Serial Input, Serial Output), PISO (Parallel Input, Serial Output) i
PIPO (Parallel Input, Parallel Output) vrste te kao op¢i posmicni registri. Dodatkom povratne veze

op¢i registri postaju posmicni registri s povratnom vezom - LFSR (Linear Feedback Shift Registers).

Osnovna struktura LFSR sklopova sastoji se od D bistabila (slika 2.9).

|_1D L1D

|_1DQA11111111

—t > 1. B> [ b 1.
takt | ' fo- "o N N QBM11M_I1 110 of1 1lo of1 1l
Q, Qg Q. Qp Q 0 1111 1111
22 =4 =8 =16 c

LFSR je skup serijski spojenih D bistabila s povratnim vezama. Sli¢an uc¢inak stvaranja paritetne H
matrice ostvaruje sklop LFSR napravljen JK bistabilima. On pokazuje kako sklopovski dobiti upravo
trazenu H matricu (slika 2.10).

QD00000000I11111111|0_

Slika 2.9: Serijski spojena 4 D-bistabila

Qo0
CLK

-'|..-E>J o°

KienO

i

m? qz, 0, 0J1lof1lofrlof1]
Q

sPe 10 |
} ” 0 ofr1le of1 1]

RESET
!

J?

I jedni 1 drugi sklopovi mogu se koristiti kao sastavni dijelovi posmi¢noga registra 1 mogu generirati

H” matricu (slika 2.11).

! 0, 00 0 0f1 11 1]

Slika 2.10: Generiranje H matrice JK-bistabilima

Slika matrica H.circ
(posmicni registar i D bistabili)

CLK

010101‘|,010

| QA
A
4 o 01 1 0O 0] 1 1
Qg \

Slika prikazuje broj 5;¢ (D-bistabili)

68

oo o o1 1 1 1
Q. \

i

Slika 2.11: Prikaz broja 5,9 D-bistabilima
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2.6.2. 2.6.2. PARITETNA MATRICA | PARITETNE JEDNADZBE

Oznaka Kroz ostatak ovoga poglavlja, matrice obiljezene H' jednake su ovoj (binarni brojevi, u
rastu¢emu redoslijedu, poredani su odozgo prema dolje). Ovdje je takoder sadrzano objasnjenje
strukture paritetnih jednadzbi po, p1, a, p2, b, ¢, d (stupci matrice i retci samo s jednom jedinicom):

%2 5l %0 1—[ ? E?.

1[0 0 1|5152°=121 “ E? Lt oo
210 1 0|l>12'=222 mmk’@; [T
HT_3 0 11 20 47! =3 Bk b 010
2 - |
41 0 0|51>2°=4=4 1 ?
501 0 1 22420 =5 T LFSR.
6/1 1 O 22402t =6 L} 100
701 1 1) 2242"+2°% 27 =
) ) = 1a1
1T
po=a®@b®d p=2(1®3®5®7)=0 i
L &
plZaC—DC@d p122(2@3@6®7)=0 T
pr=b@®c®d p,=X(4D506®7)=0 p 1

Slika 2.12: Simulacijski krug za stvaranje H' matrice

i E=e®

RESET 1 i oo
Clear|d” ‘ ‘T"
PIS W)
[r——511I Clock|?
Pig(d? o010
L 001 *
T T '
1o 1§ a1l
5 I
N + 100
p||| 1 NN
L 101
e =
101 T e
p b i (WM |
I
111
PllD T
L| 11 Cjelovit krug za punjenje paritetne matrice H':
] ottt

Slika 2.13: Cjelovit krug za punjenje paritetne matrice H'
Neka je x vektor od sedam bitova, x = [q, b, ¢, d, e, f, g]. Onda imamo:

X-H=[d®e®fDg,bDcDf®ga®c®e®g]
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Oznaka @ ozna¢ava XOR operaciju pa je stoga, X - H' binarni vektor. Pogledajmo sada kod naveden u
tablici 2.2. Kodna rije¢ z = [p, ¢, 7, s, t, u, v] zadovoljava slijedece jednadzbe:

Py pa p, b c d . . . . . . .
; (paritetne jednadzbe s izvornim oznakama i paralele prema novima)
p q r s u

(1) s@tPudv=0,
2) gPreoud®v=0,
B) pProtd®v=0

Onda moZemo napisati da je z - H' = [0, 0, 0]. Isto tako bilo koji vektor y koji zadovoljava uvjet y - H”
= [0, 0, 0], kodna je rije¢ ovoga koda. Stupci matrice H” tvore koeficijente jednadzbi, to ih kodne
rijei ovoga Hammingova koda trebaju zadovoljiti. Prvi stupac znacéi da je zbroj posljednja Cetiri
elementa kodne rijeci jednak 0, itd. Zbog opcenitosti (n, k) linearnoga koda, postoji n—k nezavisnih
jednadzbi, na temelju kojih se racuna n—k paritetnih bitova. Iz toga mozemo oblikovati bilo koju
matricu opcega koda ¢iji stupci su koeficijenti tih nezavisnih jednadzbi.

Definicija Matrica pariteta linearnoga (n, k) koda ima » redaka i n—k stupaca. Svaki stupac sastoji se
od koeficijenta jedne, od n—k nezavisnih jednadzbi Sto ih kodne rijeci trebaju zadovoljiti. Napomene:
n =7, ukupan je broj bitova kodne rijeci, a k = 4, duljina je informacijskoga vektora koji se kodira.

2.6.3. 2.6.3. POLOZAJ PARITETNIH BITOVA U KODNOJ RIJECI OGLEDA SE U STRUKTURI
PARITETNE MATRICE

Ako se svaki paritetan bit u kodnoj rijeci koda ra¢una zasebno, znaci da svaka od jednadzbi iz kojih se
dobivaju paritetni bitovi, sadrzi jednu i samo jednu parnost. Budu¢i da je broj tih jednadzbi ujedno i
broj paritetnih bitova, posljednja tvrdnja takoder znaci da se svaki paritetan bit pojavljuje jednom u
potpunome skupu jednadzbi. Ovaj argument objasnjava se ponovnim razmatranjem primjerice, triju
jednadzbi, ¢ija su se 3 paritetna bita Hammingova (7, 4) koda, opisala u prethodnome poglavlju, a
racunaju se kao:

D) p@b®cdd=0

Q) p1®a®c®d=0 Zm0d2
B) P@a®b®d=0

Promatramo kako se u matrici pariteta odrazava Cinjenica da se svaki paritetan bit pojavljuje samo
jedanput. Kao §to smo veé najavili, svaki stupac matrice pariteta H', predstavlja koeficijente svake od
jednadzbi provjere pariteta. Ako se svaki paritetan bit pojavljuje samo u jednoj jednadzbi (a pripada
jedini¢noj matrici, koja se napise tako da tvori sustavan oblik), onda znaci da ima samo jedan stupac u
matrici pariteta, koji ima 1 na mjestu podudarnome paritetnome bitu. Ovo se objaSnjava promatranjem
matrice pariteta H' nasega koda. Kodna rije¢ koja odgovara pripadnoj matrici, ima opéu strukturu po p,
a p» b ¢ d. Stupci H' matrice predstavljaju koeficijente prethodno napisanih (i ovdje ponovljenih)
jednadzbi 2.2 [(1), (2) 1 (3)].

Polozaji paritetnih bitova u kodnoj rijeci su prvi, drugi i1 ¢etvrti (racunajuci s lijeva). Obratite pozornost
da prvi, drugi i cetvrti redak matrice H' sadrze samo jedan element vrijednosti 1. Da zaklju¢imo, ako
se svaki paritetan bit raCuna neovisno preko vrijednosti samo nekih informacijskih bitova, onda retci

matrice pariteta, Ciji je polozaj jednak paritetnome bitu u kodnoj rije¢i, imaju samo jedan element
vrijednosti 1.

Redovi takve matrice pariteta poredani su prema dekadskome prikazu niza uzastopnih binarnih brojeva
u rastu¢emu redoslijedu (vidi sliku 2.11). Zapo€nemo binarnim prikazom 1 (kao Sto je sluc¢aj s naSom
matricom H'). PoloZaj redaka s jednom 1, ujedno je i poloZaj paritetnih bitova u kodnoj rijedi,
potencija je broja 2 (vidi paritetnu matricu H' otprije). Binarni prikaz potencije broja 2 ima jednu 1.
Ovo objasnjava zaSto su paritetni bitovi u kodnoj rije¢i naSega Hammingova koda posebno smjesteni
na mjestima #1, #2 1 #4.
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2.6.4. 2.6.4. ODRAZ ISPRAVKE POGRESAKA HAMMINGOVA KODA NA PARITETNU MATRICU

Matrica H” je matrica pariteta koda iz tablice 2.2. Ovaj kod je Hammingov kod koji omogucuje
ispravak jednostruke i otkrivanje dvostrukih pogresaka. To svojstvo slijedi iz razmatranja matrice
pariteta. Neka je x kodna rijec iz tablice 2.2, gdje se Salje x, a prima se y. Onda, vektor z = x +y
predstavlja uzorak pogreske.

Takoder mozemo pisati y = x + z. S ciljem otkrivanja/ispravke pogresaka, prijemnik koristi mnozenje
vektora y i matrice H'. Imamoy - H = (x +z) - H =x - H' + z - H’. Sve dok je x, kodna rije¢, vektor
x - H' sadrzi "sve 0" paje stogay - H =z - H'.

Definicija Neka je x kodna rije¢ koje se prenosi i neka je y njena primljena inacica. Vektor dobiven
mnoZenjem vektora y matricom pariteta koda H”, zove se sindrom pogreske.

Buduéi da je y - H =z-H, slijedi da je sindrom pogreske jednak vektoru dobivenome mnozenjem
vektora uzorka pogreske b matricom pariteta H'. Za otkriti/ispraviti pogresku, prvi korak je izradun
sindroma pogreske, a izvodi se u prijemniku.

Definicija Dekodiranje je postupak koji se provodi u prijemniku. Iz primljene poruke najprije se
racuna sindrom pogreske, a na temelju njega, pogresaka se otkriva/ispravlja. Krug za izvodenje ove
operacije zove se dekoder.

Promatrajmo $to ¢e se sada dogoditi ako se u vektoru x, na njegovome putu prema prijemniku, pojavi
samo jedna pogreska. Ovdje smatramo da z ima jedan element vrijednosti 1 ¢iji je polozaj pogreSan
bit, dok su svi ostali njegovi elementi jednaki 0. Sindrom pogreske y - H’, §to ga raduna prije prikazan
prijemnik, jednak je z - H, a to je jednako pojedinome retku u H &iji polozaj (ra¢unajuéi od vrha)
potjece od jednoga bita iz z.

Budu¢i da je to polozaj pogresnoga bita, mozemo zakljuciti da je sindrom pogreSke S$to ga racuna
prijemnik, y - H”, jednak tome retku u H' &iji poloZaj predstavlja poloZaj pogresnoga bita. Budu¢i da
su svi redovi od H' razli¢iti, dobiveni sindrom pogreske onda nam jedinstveno omoguéuje prepoznati
mjesto pojedine pogreske.

Imajte na umu da je u posebnome sluc¢aju matrice H’, iz sindroma y - H’ veoma lako odrediti mjesto
jedne pogreske u y, jer su redovi H' prirodan binaran prikaz dekadskih brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
rasporedeni u rastuéemu redoslijedu. Slijedi da je za kod cija je paritetna matrica H', sindrom jednak
binarnome prikazu indeksa mjesta pogreske.

Primjer Neka se prenosi kodna rije¢ x = [0111001]. Na prijenosnome putu rije¢ x dozivi pogreSku na
bitu #5 (s lijeve strane) 1 dobije se vektor y = [011 101]. Paritetna matrica H' automatski se dobila
sklopom kojega prikazuje slika 2.14

120 p] p_z
I 0 0fp,
0 1 0fp
xL‘I > 0] 2 o |4 0 0 1]p,
l 0’0 x 7 o o0 H=a|1 1 0|a
E} 3 = | b0 1 1|5
Slika 2.14: Automatsko stvaranje redaka matrice H polinomom cll 1 1]c

H’ matrica u sustavnome obliku daje paritetne jednadzbe:
po=a®@c®d,p=a@bDc,p=bDcdDd

Iz matrice pariteta H' dobije se tzv. H matrica, a iz nje generator matrica G. Prikazom matrice G u
sustavnome obliku, prepoznaje se njezin sastav od dviju medusobno "zalijepljenih" pod-matrica,
paritetne pod-matrice P i jedini¢ne pod-matrice L.
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Slika%203.1.circ
Automatsko%20stvaranje%20redaka%20matrice%20H'.circ
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Jedini¢na matrica | je DESNO

Na temelju paritetnih jednadzbi, ustrojava se koder. On skup rijeci od 4 bita (16 slozaja), pretvara u
kodne rijeci kojima se automatski pridruzuju paritetni bitovi na mjesta #1, #2 1 #3, na pocetku
informacijskih rijeci od 4 bita, slika 2.15.

abecd

Elear

Po P Py 4

all

10;

1
0
0
0

S = O

0

o —~ o o©
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Pripadne paritetne jednadzbe sklopa su:

po=a®cdd,
p1=a®b®c,
P=b®cdd

a paritetni bitovi zauzimaju prva 3 mjesta
s lijeve strane informacijskoga vektora:

popiprabcd

Kodne rije¢i Hammingova

koda su:

y y
0000000 | 1101000
1010001 | 0111001
1110010 | 0011010
0100011 | 1000011
0110100 | 1011100
1100101 | 0000101
1000110 | 0100110
0010111 | 1111111

Slika 2.15: Postupak kodiranja informacijskoga vektora od 4 bita

pop F,a b o d

22 2t 20

10 0 1]py>1—2°=1=1

200 1 O|p, >1>2'=2=2
=30 1 1ja 292" =23

401 0 0|p,—>1—22=4=4

501 0 1| 22@2° =5

6|1 1 0lc 22@2' =6

711 1 1|d 22@2'@2° =7

Napomena: Ovakvo oznagavanje za po,
p1, @, P2, b, ¢, dizvorno je i logi¢no, jer
je povezano teZinskim kodovima. 1z
njega se trebalo izvesti prethodno
oznadéavanje za H' ali nije.

Clear|
Clac:k
Prs

==

Wiy

=]
ai=tu]

i

aai

aiaq

11

ian0

101

iina

P

111

D-histahili

o<

0,=2"=4 TqQ=2'-2

Simulacijski krug (Pitanje: Kako izgleda LFSR za generiranje ovakve matrice?)
Slika 2.16: Simulacijski krug

72

zastitno kodiranje signala-skripta.doc

utorak, 22. sije¢nja 2018.


Hammingov%20sustavan%20(7,%204)%20kod.circ
Slika%20Count%20Down.circ
Slika%20matrica%20H.circ
Slika%20Count%20Down.circ
Slika%20Count%20Down.circ

Hammingov (7, 4) kod §to ga na predajnoj strani generira sklop prikazan na slici 2.16 (matrica nije u
sustavnome obliku)

y y
0000000 | 1101000

1010001 | 0111001
1110010 | 0011010
0100011 | 1001011
0110100 | 1011100
1100101 | 0001101
1000110 | 0101110
0010111 | 1111111

Ako je z =[0000100], onda je primljeni vektor y jednak [011 101] pa se lako izratuna da jey - H' =

z-H =[011].
r . 1234567 1 1 J
I-_PI:|111I|:|1 |IJD_D_ D-DQ e
D Q 20 =]
=] 1
CLK i
z - H =0000100 - =[011] RESE ¢ *

Nakon 7 posmika vektora y (ili z), sadrzaji registara su
[011], a to je sindrom pogreSke. Sada se koristi tablica
dekodiranja (standardno polje) u kojoj su zdruzene
ispravne kodne rije€i, sindromi i rijeCi s jednostrukom
L . pogreSkom pa se iz te tablice o€ita ispravna kodna rijec.

—_— = O = O -
O = = = O = O
—_— = = O = OO

Slika 2.17: Automatsko generiranje redaka matrice H'

Posmik kroz LFSR svih celnika koskupova zasebno, daje sve sindrome. To je isto kao posmik
kodiranoga informacijskoga vektora "sve 0" kroz LFSR, svaki puta s jednom pogreSkom. Isti postupak
(i rezultat) moZe se dobiti matemati¢ki, mnoZenjem vektora y i matrice H’, odnosno (y + z) - H'.

01" T1 0 0 y k 01" [1 0 0]
nozenje vektora z i
1 0 1 0 matrice H' (lijevo), daje I 010 T
1 o 0o 1| o]’ rezultat [011], a to je 1 0 0 1 0
yHTZ { 11 ol=l1 sindrom pogreske. [y+z]-| 1 11 0l=
Mnozenje isprav(lje)noga
1l o1 1|1 vektora y +z = [0111001] 0p 10 11
matricom H (desno), 0 1 1 1
0 I 1 1 g 2o
potvrduje ispravnost, rijeci,
1] 1 0 1] jer je sada sindrom = [000]. 1] 1 0 I}
Jednostruka pogreska Kod(ira)na rije¢ bez pogreske

2.6.4.1. 2.6.4.1. Standardno polje

Objasnjenje standardnoga polja dano je kao laboratorijska vjezba 5: Kodiranje, dekodiranje (otkrivanje
i ispravak pogresaka) za linearne blok-kodove 1/ili laboratorijska vjezba 6: Standardno polje za (8, 2)
kod. Sljede¢im sklopom (slika 2.18) provjerava se ispravnost rada sindroma.

1234567 , , J
4 |:|111l|:|1 i D—DQ o Q
r. 0 Q7 =] e

] 1

CLK é

RESE - &

Slika 2.18: Provjerava ispravnosti sindroma
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Hammingov%20sustavan%20(7,%204)%20kod.circ
../Digital%20Communications%20Fundamentals%20and%20Applications%202.Ed/Matrice%20koda%20(6,%203).doc
Laboratorijska%20vježba%205.doc
Laboratorijska%20vježba%206.doc
Hammingov%20sustavan%20(7,%204)%20kod.circ

sindrom Celnik Kodne rijeci
000 0000000 | 0000000 | 1010001 | 1110010 | 0100011 | 0110100 | 1100101 | 1000110 | 0010111
100 1000000 | 1000000 | 0010001 | 0110010 | 1100011 | 1110100 | 0100101 | 0000110 | 1010111
010 0100000 | 0100000 | 1110001 | 1010010 | 0000011 | 0010100 | 1000101 | 1100110 | 0110111
001 0010000 | 0010000 | 1000001 | 1100010 | 0110011 | 0100100 | 1110101 | 1010110 | 0000111
110 0001000 | 0001000 | 1011001 | 1111010 | 0101011 | 0111100 | 1101101 | 1001110 | 0011111
011 0000100 | 0000100 | 1010101 | 1110110 | 0100111 | 0110000 | 1100001 | 1000010 | 0010011
111 0000010 | 0000010 | 1010011 | 1110000 | 0100001 | 0110110 | 1100111 | 1000100 | 0010101
101 0000001 | 0000001 | 1010000 | 1110011 | 0100010 | 0110101 | 1100100 | 1000111 | 0010110

sindrom Celnik Kodne rijeci
000 0000000 | 1101000 | 0111001 | 0011010 | 1001011 | 1011100 | 0001101 | 0101110 | 1111111
100 1000000 | 0101000 | 1111001 | 1011010 | 0001011 | 0011100 | 1001101 | 1101110 | 0111111
010 0100000 | 1001000 | 0011001 | 0111010 | 1101011 | 1111100 | 0101101 | 0001110 | 1011111
001 0010000 | 1111000 | 0101001 | 0001010 | 1011011 | 1001100 | 0011101 | 0111110 | 1101111
110 0001000 | 1100000 | 0110001 | 0010010 | 1000011 | 1010100 | 0000101 | 0100110 | 1110111
011 0000100 | 1101100 | 0111101 | 0011110 | 1001111 | 1011000 | 0001001 | 0101010 | 1111011
111 0000010 | 1101010 | 0111011 | 0011000 | 1001001 | 1011110 | 0001111 | 0101100 | 1111101
101 0000001 | 1101001 | 0111000 | 0011011 | 1001010 | 1011101 | 0001100 | 0101111 | 1111110

2.6.5. 2.6.5.POSTUPAK OTKRIVANJA POGRESKE HAMMINGOVA KODA STO SE ODRAZAVA NA
NJEGOVU PARITETNU MATRICU

Pogledajmo sada kako iskoristiti svojstva H' za pokazati da je nemoguée ispraviti dvije pogreske koje
se dogode u prenesenoj kodnoj rije¢i x. U tomu slucaju, vektor uzorka pogreske z ima dva elementa
vrijednosti 1, a ostatak su 0. Prijemnik ratuna sindrom y - H' = z - H', a zatim izjednaduje zbroj dvaju
redaka matrice H’ &ija su mjesta ona koja sadrze pogreske. Da bi se dvije pogreske mogle ispraviti,
moramo imati nacin za iskazati koja su to dva retka, Ciji zbroj daje odreden sindrom. Medutim,
obzirom na bilo koji sindrom, postoji nekoliko parova redaka ¢iji zbroj daje ovaj sindrom.

To znadi da je iz odredenoga sindroma nemoguée odrediti, koja se dva specifi¢na retka H' zbrajaju
operacijom z - H', a kojom se dobije taj sindrom pa je ispravak pogresaka nemogu¢. Takoder, zbroj
dvaju redaka b i ¢ u H" uvijek daje vektor d, a on je takoder redak u H'. Stoga je nemoguée iz
odredenoga sindroma zakljuciti je 11 doSlo do jednostruke (u kojemu slucaju sindrom pokazuje indeks
mjesta pogreske) ili dvostruke pogresku (u tome sluéaju sindrom je jednak zbroju dvaju redaka u H').
Ovo opet prikazuje ono Sto smo naveli, naime, ispravak pogreSaka mogu¢ je samo ako prijemnik radi
uz pretpostavku da broj pogreSaka u primljenoj poruci ne prelazi sposobnost ispravke pogreske koda.

Primjer Neka je y-H' = zzH' = [100]. Sljedeéi parovi redaka H” imaju isti zbroj [100]: (prvi, peti),
(drugi, Sesti) i (treci, sedmi).

To znadi da za sve sljedece z, operacija z - H' kao rezultat daje [100]: z = [1000100], z = [0100010] i
z=1[0010001]. Takoder, jedna pogreska na ¢etvrtome mjestu u y daje isti sindrom.

Pokazali smo kako se sposobnost otkrivanja pogreSaka koda iz tablice 2.2, sada odreduje analizom
svojstava H'. Za primljenu poruku y utvrdilo se da ima pogreske onda i samo onda ako sindrom y - H’
nisu "sve 0" (Sto pokazuje da y nije kodna rije€). Za y koji sadrzi jednu pogresku, pokazali smo da je
y - H' jednako odredenome retku u H'. Ako y sadrzi dvije pogreske, pokazali smo da je y - H' jednako
zbroju dvaju redaka u H'. Tvrdimo da takav iznos nikada ne moze dati vektor "sve 0", §to osigurava
otkrivanje. To proizlazi iz ¢injenice da su svi redovi H' razli¢iti pa je nemoguée da zbroj dvaju
razli¢itih redaka daje vektor "sve 0". Ako y sadri tri pogreske onda je y - H' jednako zbroj triju redaka
u H'. Buduéi da je moguce odabrati tri retka iz H' ¢&iji je zbroj 0, ovdje je otkrivanje pogreske
nemoguce. Mozemo zakljuciti da je sposobnost otkrivanja pogreske koda iz tablici 2.2 jednaka 2.

Sposobnost otkrivanja/ispravke pogresaka koda moze se odrediti iz paritetnoga bita matrice P kao Sto
slijedi. Sposobnost ispravke pogreSaka koda je ¢ ako svi razli¢iti zbrojevi ¢ redaka ili manje (ali
najmanje | redak) iz pod-matrice P daju razlicite rezultate pa ima viSe od jednoga skupa #+1 redaka iz
P ¢iji zbroj daje isti rezultat. Sposobnost otkrivanja pogreske koda je r, ako je nemoguce naci r ili
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Sada imamo dva razli¢ita objasnjenja o mogucnosti provedbe otkrivanja/ispravke pogresaka kodova.
Jedno od objasnjenja, dano prije, koristi neposredno steCenu spoznaju, razmatranje dpyi, (minimalna
Hammingova udaljenost). S druge strane, kao $to se upravo pokazalo, na ovu mogucnost gleda se kroz
paritetnu pod-matricu P. Sada ¢emo pokazati zasto su ta dva motrista jednaka, dokazujuéi vrlo
jednostavno sljedece:

a)  Minimalan broj redaka $to se biraju iz P tako da njihov zbroj daje 0, je duin.

b)  Svi moguéi zbrojevi od | (dmin—1)/2] ili manje redaka iz P vode razli¢itim rezultatima, gdje je

|_(dmin—1)/2j najveca vrijednost uz koju vrijedi ovo svojstvo.

Dokaz a): Ako je dmin minimalna Hammingova udaljenost linearnoga koda, onda smo pokazali da je
dmin minimalna Hammingova tezina koda. To jest, svaka kodna rije¢ v; koda osim rije¢i "sve 0", ima
Hammingovu tezinu w; od barem dy,i,. Samo kodna rije¢ v; ima svojstvo da je v; - P = 0. Imajte na umu
da sada mnozenje v; i P znaci zbrajanje w; redaka od P. Da zaklju¢imo, nemoguce je zbrojiti manje od
dmin redaka P tako da njihov zbroj bude "sve 0". S druge strane, uzima se kodna rije¢ v ¢ija je tezina

dimin. Sve dok je v - P =0, u moguénosti smo pronaci dn;, redaka iz P ¢iji je zbroj 0.

Dokaz b): Pretpostavimo da smo u mogucénosti pronac¢i dva skupa redaka iz P, takvih da broj redaka u
svakome skupu ne prelazi L(dmin—l)/ZJ pa zbroj redaka svakoga skupa daje isti rezultat. Onda slijedi da
zbrajanje redaka iz oba skupa zajedno, daje rezultat 0. Zatim mozemo odabrati manje od dy,, redaka P

¢iji je zbroj 0, Sto proturjeci prethodnome dokazu. Slijedi da dva takva skupa ne postoje. Dokazivanje
drugoga dijela b), sada je vidljivo.

2.7. 2.7. Izgradnja opc¢ega Hammingova koda

Do sada smo razmatrali samo Hammingov (7, 4) kod. Medutim, Hammingov kod opéenito je (2"-1,
2"-n—1) kod. Pogledajmo prvo kako produljiti kod ¢ija je matrica pariteta H” u (15, 11) kod (obradeno
u Laboratorijskoj vjezbi 7). Poopéenje na vise dimenzija bit ¢e onda ocito. Kao §to smo pokazali,
otkrivanje mijesta jednostruke pogreske pomoéu matrice H' vrlo je jednostavno, jer je sindrom
pogreske binaran prikaz indeksa mjesta. To je zbog &injenice da je redak i matrice H' binaran prikaz i,
zai=1,2,3,4,5,6, 7. Ista ideja moZe se prosiriti na viSu dimenziju, gdje se redovi paritetne matrice
K’ (15, 11) koda opet sastoje od binarnih prikaza brojeva rasporedenih u rastuc¢emu redoslijedu (od
0001 do 1111):

P3Py Pp Pg
po [0 0 0 1]1
p |00 1 0[2
al0 0 1 1|3
P, |01 0 04
h{O 1 0 1|5
cl0 1 1 0|6
o 1 1 17
K'=p, |1 00 0/8
ell 0 0 1{9
fl1 0 1 0]10
g/l 0 1 1|11
R{1 1 0 0[12
il1 1 0 113
jl1 1 1 014
k[T 1 1 1]154

* Vazna napomena: Retci matrice pariteta K” s jednom 1, oznageni su na vrhu i sa strane kao paritetni bitovi (po, p1, pa, p3).

Ta 1 naglasava mjesto na koje se upisuje vrijednost paritetnoga bita ovisno o rezultatu XOR zbroja informacijskih bitova u
zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sijecnja 2018. 75


Hammingov%20(15,%2011)%20kod.doc
Laboratorijska%20vježba%207.doc

Kao 1 u bilo kojemu linearnomu kodu, kodnu rije¢ ovoga koda obiljezava ¢injenica da se dobije 0 ako
se pomnoZi matricom pariteta K, jer samo ona ima to svojstvo. Problem je u tome kako izgraditi
kodnu rijec tj., kako izracunati Cetiri paritetna bita, na temelju jedanaest informacijskih bitova i gdje ih
pronaci (smjestiti) unutar kodne rijeci. U pogledu rasprave iz poglavlja 2.5.2, polozaji paritetnih bitova
odgovaraju poloZajima redaka u K’, gdje u retku ima samo jedna 1 pa su ova mjesta, potencije broja 2
tj. (2°, 21, 2%, 2%).

Dakle, paritetni bitovi su prvi, drugi, €etvrti i osmi u kodnoj rijeci. Struktura kodne rijeci stoga je:

POd P2 ]3[4 P45 ]6. | 7.8 ]9 [10.]11.] Rednibrojinformacijskoga bita
lpo|pi[alplblcldlple]l Fl gl n] il ]k % = 11 informacijskih bitova
1. 2. 3.14. 5 6. 7. 8 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15 | pase kodioznadava (15, 11)

gdje su po, p1, p2 1 p3 paritetni bitovi, a ostalo su izvorni informacijski bitovi. Paritetni bitovi raCunaju
se iz jednadzbi &ije koeficijente uvjetuju stupci od K'. Prvi stupac matrice K’ zna¢i da je zbroj
posljednjih osam bitova kodne rijeci jednak 0, .... Sada su ove jednadzbe:

(1) p3PeDf®gDh®i®j®k=0 (poceviiod ps, svakih drugih 8 bitova) 1. stupac u K*

2) pPbDcOPIdPhDiDjD® k=0 (pocevsiod p,, svaka druga 4 bita) 2. stupac u K’
B) pPa®Pc®dDfDOgD®jD® k=0 (pocevsiod p;, svaka druga 2 bita) 3. stupac u K"
@) ppPa®hbDdPeDg®@i®k=0 (pocevsiod py, svaki drugi bit) 4. stupac u K”
Tablica 2.9: Provjera Hammingova pariteta®
poloZaj | 1 2 3 | 4 516 |7 8 |9 101112 13| 14 15 16
2’| 2 2 2’ 2’
namjena | P1 | P2 | d1 | P4 | d2 | d3 |d4 | P8 |d5|d6|d7 |d8 |d9 |d10 | d11 | P16
druginadinoznake | po |p1 | a |po | b | c | d|ps|e | flg|h|i]| J k | pa
(1) pokriva P1 (po) X X X X X X X X
(2) pokriva P2 (p;) X | X X | X X | X X | X
(3) pokriva P4 (p2) X | X[ X | X X | X X X
(4) pokriva P8 (p3) X | X | X | X | X |X X X
(5) pokriva P16 (p4) X

2.8. 2.8. Generator-matrica sustavnoga koda

U kontekstu ove skripte razmatrat ¢e se oni slucajevi u kojima se svaki paritetan bit u kodnoj rijeci
rauna zasebno samo na temelju vrijednosti pojedinih informacijskih bitova. Na temelju rasprave u
poglavlju 2.6.3, retci matrice pariteta tih kodova, sadrze samo jedan bit vrijednosti 1 §to se odrazava i
na poloZaj takvoga paritetnoga bita u kodnoj rijeci.

2.8.1. 2.8.1. SUSTAVAN KOD

Sada razmotrimo slucaj sustavnoga koda, u kojemu se paritetni bitovi nalaze na pocetku kodne rijeci.
Za prikaz mozemo razmatrati (9, 5) kod ¢ije kodne rijeci imaju strukturu po py popsabcde(abcde
je informacijski vektor), gdje su paritetne jednadzbe:

(@) pop=a®b®c
(b)) pi=a®@dde
(c) pp=a®@bDdDe
(d) p3=a®@c®d

Matrica pariteta H' ovoga koda onda je:

paritetnim jednadzbama za (po, p1, pa, p3). Dakle, u matrici K' (u navedenim retcima), NIJE upisana vrijednost samoga
paritetnoga bita, jer se ona dinamicki mijenja ovisno o vrijednostima informacijskih bitova.

¥ 7a potrebe rada Hammingovim kodovima, bitovi se obi¢no broje s lijeva u desno, pocevsi od 1, a ne od 0. To je razlicito
od racunanja bitova binarnih brojeva, §to se broje s desna u lijevo, a pocinju se brojati od 0. Ovakav nac¢in, Hammingove
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1. /11T 0 0 O] p, l.paritetan bit > p,
2.0 1 0 0| p, 2.paritetan bit > — p,
3/0 0 1 0| p, 3.paritetan bit > - — p,
4.0 0 O 1| p; 4. paritetan bit > —> —> — p;,
L'= 5|1 11 1| a a a a a (2.9)
6./1 01 0| b b b
7.1 0 0 1| ¢ c c
810 1 1 1| d d d d
910 1 1 0] e e e

Imajte na umu da je

[popipapsabede]- L'=0,
gdje se stupci L’ sastoje od koeficijenata paritetnih jednadzbi (a), (b), (c) i (d).

Moze se primijetiti da retci matrice pariteta L’, prikladnim izborom poloZaja bitova u kodnoj rijeéi,
imaju samo jedan element vrijednosti 1. Osim toga, prva &etiri retka L” imaju strukturu dijagonale od
1-elemenata, a ostali elementi su 0. Ovo je struktura jedini¢ne matrice dimenzija 4 x 4.

Opcenito, (n, k) sustavan kod, u kojemu se n—k paritetnih bitova pojavljuje na pocetku kodne rijeci,
ima matricu pariteta na ¢ijemu je vrhu jedini¢na matrica dimenzija (n—k) x (n—k). Da budemo toc¢niji,
svaki od prvih n—k redaka takvoga koda ima samo jednu 1. Linearnim kombinacijama redaka i/ili
stupaca matrice, uvijek mozemo preurediti matricu tako da se 1-ce pojave u dijagonalnoj strukturi.

2.8.2. 2.8.2. GENERATOR-MATRICA

Osim matrice pariteta, postoji joS jedna matrica koja na jedinstven nacin obiljezava odreden linearan
(n, k) kod. Ova matrica, G (generator-matrica koda), posjeduje svojstvo automatskoga stvaranja
kodnih rije¢i sukladnih informacijskome vektoru wu, izvode¢i operaciju u - G (tj., mnozeci
informacijski vektor u i generator-matricu G).

Da bi vidjeli kako se izgraduje matrica G, pogledajmo sljedece ‘temeljno svojstvo linearnoga kodal.
Neka C(i), C(j), C(i, j) oznacavaju, redom, kodne rije¢i koje odgovaraju informacijskim vektorima
u(i), u(y), u(i, j). Vektor u(i) ima samo jednu 1, na mjestu 7, u(j) ima samo jednu 1 na mjestu j, a u(i, j)
ima po jednu 1 na mjestima 7 i j. Onda je:

Cli, )= Cli) ® C().
Za prethodno opisan (9, 5) kod, imamo, npr. vektore (sastoje se od 4 znamenke), u(1) =[1000], u(2) =
[0100] pa je u(1, 2) =[1100]. Isto tako, ako je npr. (vidi G matricu u nastavku) C(1) =[111110000], a

C(2) = [101001000] onda je C(1, 2) = [010111000], $to predstavlja zbroj C(1) @ C(2) prema
temeljnome svojstvu linearnoga kodal.

Opcenito, ako je {p, ¢, r, ...} skup indeksa mjesta 1-elemenata u bilo kojemu informacijskomu vektoru
u, onda je kodna rije¢ C koja odgovara vektoru u, jednaka C(p) + C(q) + C(r) + ... (zbroj redaka
generator matrice G). Nacin kako ¢e se izgraditi kodna rije¢ C, definira nasa generator-matricu G. Za
(n, k) kod, G ima k redaka duljine n, gdje je redak i jednak C(i), i =1, 2, ..., k. Kodna rije¢ C stvara se
1z informacijskoga vektora u, operacijom

u-G.

Operacija mnoZenja binarnih brojeva, zapravo znaci zbrajanje onih redaka (indeksa) matrice G, koji
odgovaraju polozajima 1-elemenata u u. To je upravo, prethodno opisana operacija C(p) + C(g) + C(r)
+ ...

zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sijecnja 2018. 77


../All%20about%20Digital%20Modulation/130%20Coding%20Concepts%20and%20Block%20CodingH.doc#G_matrica

Primjer Za (9, 5) kod, koji se razmatra u ovome poglavlju, imamo:

I. 2. 3. 4 5 6. 7. 8 9.
chft 111100 0 O]
cC2|1 010 01 00O
G=C3 |1 001 00100
C4|/0 11100 010
¢35 |0 1100000 1
Retci matrice G pocevsi odozgo, su: C(1), C(2), ..., C(5). Odgovaraju¢a kodna rije¢, npr., za

informacijski vektor u = [11@11] (u 3. stupcu G matrice), je u - G = [010011011]. Koristenjem
prethodnih oznaka, u = u(1) + u(2) + u(4) + u(5) pa je umnozak u - G = C(1) + C(2) + C(4) + C(5)
(uocite da nema obojenoga pribrojnika, jer se na . mjestu u informacijskome vektoru u,
umjesto broja 1, nalazi broj @). Prethodna generator-matrica moze se podijeliti u dva dijela:

1 11 1:100 0 0

1 01 0:01 00O
G=|1 0 0 1:0 0 1 0 Of=[P|I]

01 1 1:00010

_0110:00001_

Desni dio generator matrice G, jedini¢na je matrica 1. Za sustavan kod, informacijski i paritetni bitovi
razdvojeni su. Jedini¢na matrica I moZe se smjestiti desno u pripadnoj generator matrici G kao u
ovome primjeru (ili lijevo - vidi laboratorijsku vjezbu br. 3). Ova druga ¢injenica znaci da kodna rije¢

¢ =u - G, koja se podudara informacijskim vektorom u, zavrSava jedini¢nom matricom I, a to ponavlja
prvu ¢injenicu drugacijim izriCajem.

2.8.3. 2.8.3. VEZE IZMEDU MATRICE PARITETA | GENERATOR-MATRICE

Sljedeci problem koji ¢emo razmatrati, a on oblikuje temelje za neka glavna razmatranja u sljedeCemu
poglavlju, jest veza izmedu matrice pariteta 1 generator-matrice bilo kojega sustavnoga koda. Takvi
kodovi imaju paritetne bitove na pocetku (ili na kraju) svake kodne rijeci. Dakle:

o Ako je jedinicna matrica I; smjeStena lijevo u generator-matrici G, onda je gornji dio u
transponiranoj matrici pariteta H’, oznaten P, a iznad jedinicne matrice I, jednak dijelu
generator-matrice G, smjesten desno od jedini¢ne matrice Iy u G. Takvi kodovi imaju paritetne
bitove izdvojene na kraju (desno) u svakoj kodnoj rijeci.

T T 3
H=[P | =>H =|---|=G=[I;| P] (2.10)
Infk
o Donji dio u transponiranoj matrici pariteta H', oznaden P, a ispod jedinicne matrice 1.y, jednak

je dijelu generator-matrice G, lijevo od jedini¢ne matrice I;. Takvi kodovi imaju paritetne bitove
izdvojene na pocetku (lijevo) u svakoj kodnoj rijeci.

H = {ka} S H=[LP1=G=[P|L] (2.11)

Napomena: Ovisno o poloZaju promatrane pod-matrice P, dobiju se potpuno razli¢ite kodne rijeci.

U slucaju naSega (9, 5) koda, taj dio ima oblik:
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Priroda ove veze najbolje se objasnjava ponovnim razmatranjem nasega (9, 5) koda. Ne zaboravite da
struktura kodne rijeci [po p1 p2 p3 @ b ¢ d e], zadovoljava paritetne jednadzbe unutar svake kodne

rijeci®”:

Primjer:
a) pp=a®@bDc=12001=0 e
b) p1=a®d®e=1®1®0=0 informacijski vektor 10110
C) P=a®b®dDPe=10001D0=0
d) p=a®cO®d=1@1@®1=1 kodnarijec: 00D 110110

Neka je t peti redak paritetne matrice L (jednadzba 2.9), a prva &etiri bita u prvoj crti generator-
matrice G oznadimo s u. Sada pokazujemo razloge za &injenicu da je t = u. Buduéi da stupci L’
predstavljaju koeficijente paritetnih jednadzbi, bitovi vektora t predstavljaju one paritetne jednadzbe u
kojima se pojavljuje informacijski bit "a" ("a"je u kodnoj rije¢i). Cetiri jedinice u ovomu retku
predstavlja ¢injenicu da se "a" pojavljuje u sve &etiri jednadzbe. Sesti redak u L’ je [1010] i predstavlja
¢injenicu da se sljedeci informacijski bit "b" pojavljuje u prvoj 1 tre¢oj jednadzbi. Sada ¢emo pogledati
generator-matricu G. Njezin prvi redak je kodna rije¢ koja odgovara informacijskomu vektoru sto ima
sve "a" bitove jednake 1, a ostali informacijski bitovi su "sve 0".

Primjer:
xr abcde
T 10110
|
Informacijski vektor: alblcld| e .4}' 1
110(1]1]0 s
o [oJoJol1l1]o]1]1]0 Hr: e
Kodna rijec:
polpi|p2lpslalb|c|d]|e w w
po=a®b®c
pi=a®d®e
P1=a®b®d®e Clk —
p3=a®c®d . :
0123ahbcde
DO0110110

Slika 2.19: Generator (9, 5) koda

Kada se racunaju paritetni bitovi $to ¢e se pridruziti informacijskome vektoru (da bi se oblikovala
kodna rijec), ako se tamo pojavljuje "a", desna strana bilo koje od navedenih jednadZzbi pariteta,
jednaka je 1, u protivnome jednaka je 0. Budu¢i da se u nasemu slucaju "a" pojavljuje u sve cCetiri
jednadzbe, sva Cetiri paritetna bita su 1. Prva Cetiri bita u prvomu retku paritetnoga dijela generator-
matrice G, oblikuju vektor u =[1111], a to su upravo ovi paritetni bitovi, Sto objasnjava zasto je t = u.
Da zaklju¢imo, t = u, jer oba vektori imaju 1 na mjestu i onda i samo onda ako se informacijski bit "a"

pojavljuje u i-toj jednadzbi pariteta.

Jednakost izmedu Sestoga retka u L i prva &etiri bita u drugome retku matrice G moze se prikazati na
isti nacin, pokazujuéi zasto obje matrice imaju zajednicku pod-matricu P.

*% Vazna napomena: Vrijednosti paritetnih bitova u kodnoj rije¢i nisu zadani kao 1, veé se dinamicki odreduju za svaku

kod(ira)nu rije¢ prema ovim jednadzbama, ovisno o informacijskome vektoru §to ga se kodira.
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2.9. Pregled uvedenih pojmova
Dekodiranje: Postupak koji se izvodi u prijemniku, gdje se iz primljene poruke najprije racuna
sindrom pogreske, a na temelju njega otkriva se i/ili se ispravlja pogreska.

Generator-matrica linearnoga koda: Matrica koja stvara kodnu rije¢ iz informacijskoga vektora,
mnozenjem informacijskoga vektora i te matrice.

Hammingov kod: To je (2", 2"-n—1) kod s minimalnom Hammingovom udaljenosti od 3.
Hammingova tezina binarnoga vektora: Broj elemenata vrijednosti 1 u vektoru.

Hammingova udaljenost izmedu dvaju binarnih vektora: Broj mjesta u kojima se vektori
razlikuju.

Kodiranje: Postupak sto se izvodi u odasiljacu, gdje se racunaju paritetni bitovi i pridruzuju se
informacijskome vektoru, tako da se oblikuje kodna rije¢ za prijenos kanalom.

Linearan kod: Kod u kojemu je zbroj dviju kodnih rijeci, takoder kodna rijec.

Matrica pariteta linearnoga koda: Matrica ¢iji stupci predstavljaju koeficijente paritetnih
jednadzbi $to ih kodne rijeci nekoga linearnoga koda trebaju zadovoljiti.

Minimalna Hammingova udaljenost koda: Najmanja udaljenosti izmedu svih mogucih parova
kodnih rijeci u kodu.

Minimalna Hammingova tezina koda: Najmanja tezinama svih kodnih rije¢i u kodu, osim
vektora "sve 0".

Mogucnost otkrivanja pogreske koda: Najveéi broj pogresaka Sto ih se moze pojaviti u kodnoj
rijeci i koje ¢e uvijek rezultirati vektorom koji nije kodna rijec.

Osnovne formule: 1zraz dpmin 0znacava minimalnu Hammingovu udaljenost koda. Moguénost
otkrivanja pogreske koda je dmin—1.

Sindrom pogreske: Rezultat dobiven mnozenjem primljene poruke (Cija je prenesena inacica
kodna rijec) 1 paritetne matrice koda.

Sposobnost ispravke pogresaka koda: Najve¢i broj pogreSaka Sto se mogu pojaviti u kodnoj
rijeci 1 koje uvijek omogucuju odredivanje izvorne kodne rijeci iz vektora s pogreskama.

Sposobnost ispravke pogreske koda je:
| (dmin—1)/2, gdje zagrade Lx ] oznacavaju cjelobrojnu vrijednost od x.
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6. Laboratorijska vjezba 5: Kodiranje, dekodiranje (otkrivanje i ispravak pogresaka)
za linearne blok-kodove

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

Kodiranje, dekodiranje (otkrivanje i ispravak pogreSaka) za linearne blok-kodove
Vjezba: LFSR i (7, 4) kod

Zadatak za (7, 4) kod

Popunite priloZzene tablice

Pitanje:

NapiSite tu matricu!

Zadatak:

Vjezba: LFSR i (6, 3) kod

Zadatak za (6, 3) KOD

Zadatak

. Primjer: Dekodiranja oSte¢enoga vektora za (6, 3) KOD.
5.2.4. Primjer: Linearnoga (6, 3) blok-koda

5.3. Polozaji jedini€ne matrice

5.4. Sustavni linearni blok-kodovi

5.4.1. Matrica provjere pariteta

5.4.2. Provjera sindroma

5.4.3. Primjer: Provjera sindroma

5.4.4. Ispravak pogreSaka

5.4.5. Sindrom koskupa

5.5. Dekodiranje i ispravak pogreSaka

5.5.1.1. Pronalazak uzorka pogreske

5.5.1.2. Primjer: Ispravaka pogreSaka

5.6. Primjer: Ispravak pogresSaka za I, u G (desno)
5.7. Primjena dekodera

R L I L G §

oo oo oo o
Ao

N = a A

o oo
NN
wi =
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3. POGLAVLJE 3 - OSNOVNI STRUJNI KRUGOVI
3.1. 3.1 Automatsko stvaranje redaka matrice pariteta

Znamo da matrica pariteta obiljezava kod u smislu da sve kodne rijeCi pomnoZene ovom matricom
dovode do sindroma 0 i nijedan drugi vektor osim kodne rije¢i nema ovo svojstvo. Takoder se
pokazalo da umnozak vektora i matrice znaCi zbrajanje redaka matrice Ciji polozaji odgovaraju
polozajima 1-elemenata u vektoru.

Ako zamijenimo, na primjer, retke 2 1 4 u matrici pariteta, takoder treba zamijeniti elemente 2 1 4 u
svakoj kodnoj rijeci koja odgovara istome kodu. MnozZenje izmijenjene kodne rije¢i izmijenjenom
matricom takoder ¢e dati 0, jer joS uvijek zbrajamo iste retke kao i prije. Opcenito, ako su npr. retci
matrice pariteta slu¢ajno (randomly) zastitno kodirani (scrambled), isto zastitno kodiranje primjenjuje
se na elemente svake kodne rijeci pa nov kod (¢ije su kodne rijeci takoder zastitno kodirane) ima
zastitno kodiranu (kriptiranu) matricu kao svoju matricu pariteta.

Nadalje razmatramo nacin dobivanja odredenoga Hammingova koda primjenom postupka zastitnoga
kodiranja opisanoga za Hammingov kod iz tablice 2.2. Ako su abcd izvorni informacijski bitovi,
struktura kodne rijeci je po p1 a p2> b ¢ d. Sada zastitno kodirajmo svaku kodnu rije¢. Nov redoslijed bio
bi p» p1 po ¢ a d b. Paritetna matrica H' naega novoga koda, prikazana dolje, dobila se primjenom
istoga zastitnoga kodiranja na retke matrice H',

1 [0 0 1]p, 4 1 0 0]p,
2 10 1 0fp, 2 10 1 0fp,
3001 1|a 1[0 0 1]p,

H=4 |1 0 0|p, = H'=6 [1 1 0|c
5110 1|b 310 1 1|a
6 |1 1 0fc 7011 1|d
7 |11 1]d 511 0 1]b
poprapabced papipocadb

Na§ nov Hammingov kod, iskazan matricom H’, sustavan je, jer su paritetni bitovi okupljeni na
pocetku kodne rijedi. To se uotava u strukturi H’, koja ima jedini¢nu matricu na svome vrhu.
Temeljem rasprave na kraju prethodnoga poglavlja, na§ kod ima generator-matricu i ovdje obiljeZenu
kao G. Nju smo ustrojili tako, da smo "uzeli" donji dio H” (dio ispod jedini¢ne matrice) tzv. pod-
matricu P te njoj s desna "prilijepili" odgovarajucu jedini¢nu matricu. Onda imamo:

1101000
01 1:01 00
G= ,
1 110010
1 01:000 1
T

Imajmo na umu da medu osnovnim matricama G, H 1 H" vrijede sljedece relacije:

Jedini¢na matrica smjeStena DESNO u G:
T T In—k
G=[Pi| = H=[L| B = H=| (3.1)

i jedini¢na matrica smjestena LIJEVO u G:

G=[L|P s =H=[P, |L4= H'= : . (3.2)
L " n—k |
Pozornost treba obratiti na jedini¢nu pod-matricu I, jer je njezin polozaj (lijevo/desno) usko povezan s
ostalim znacajnim matricama G, H, H’, P i P” (dobiju se razli¢iti skupovi kodnih rijeci).

Pri razmatranju poteskoca u pridruzivanju paritetnih bitova informacijskim bitovima, sustavan kod ima
veliku prakticnu prednost nad nesustavnim kodom, jer stvara kodnu rije¢ iz informacijskoga vektora.
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Ovaj argument postaje jasniji ako se usporeduje struktura kodne rijeci u kodu c¢ija je matrica pariteta
H' i u kodu ¢&ija je matrica pariteta H'. Ove strukture su:

e popiap:bcd(zamatricu H), odnosno
o P2 P1 po ¢ ad b (zamatricu HT).

Imajte na umu, da bi stvorili prvu kodnu rije€ po p1 a p» b ¢ d (za matricu H), potrebno je umetnuli
paritetan bit p, izmedu dva informacijska bita. Sklopovi potrebni za takav zadatak nezgodni su 1 skupi
obzirom na ¢injenicu da se zbog razloga prakti¢nosti, informacijski bitovi kontinuirano pohranjuju u
registar. Medutim, u drugome sluéaju, p, pi po ¢ a d b (za matricu H'), paritetni bitovi pridruZuju se
informacijskim bitovima pa nema potrebe razdvajati ih.

. Kodiranje (tj., stvaranje kodnih rijeci iz informacijskih vektora) 1

. dekodiranje (tj., stvaranje:
. sindroma pogreske izvan primljene poruke te,
. ispravak pogreske na temelju sindroma)

vrlo jednostavno, brzo i otmjeno izvode se koristenjem posebnoga sklopovlja.

. U linearnome kodu, stvaranje kodne rijeci iz informacijskoga vektora u, uvijek je matematicki
jednako mnoZenju vektora u, nekom generator-matricom G, bez obzira stvara li se prakticki
kodna rijec vjestim sklopom pa se G izriCito ne opaza (not observed explicitly).

. Isto se odnosi 1 na postupak dekodiranja u kojemu je stvaranje sindroma izvan primljene poruke
jednako mnozenju primljenoga vektora matricom pariteta, ¢ak i ako se ova matrica izri¢ito ne
vidi, jer je skrivena u strukturi dekodera (= strukturi kodera), a sastoji se od linearnoga
posmi&noga registra s povratnom vezom LESR’' (Linear Feedback Shift Register) i vrata izricito
ILI* EXOR (EXclusive OR). Cesto se ova kratica EXOR pise jos§ krace kao XOR.

Isto tako, ako postoji bilo kakav postupak ispravke pogresaka kojime je moguce ispraviti do ¢
pogresaka unutar bloka, onda minimalna Hammingova udaljenost koda nije manja od 2¢+1, ¢ak iako se
moze uliniti da se pogreske ispravljaju nekim tehnickim postupkom koji u potpunosti ne ukljucuje
razmatranje Hammingove udaljenosti. Ideja predstavljenoga sklopa, jest olakSati odasiljacu stvaranje
kodnih rijeci 1 u prijemniku brzo prepoznati pripada li primljena poruka skupu kodnih rijeci.

Sada pokazujemo kako automatski generirati retke matrice H'. Ovo znaéi da nije potrebno pohraniti
ovu matricu kao dio dekodera (za pomnoziti primljenu poruku ovom matricom, a time i stvoriti
sindrom pogreske). Takoder, obzirom na izravnu povezanost izmedu strukture H' i generator-matrice
G', automatsko stvaranje redaka H' takoder pomaZe u postupku kodiranja (gdje se mnoze
informacijski vektor i matrica G'). Krug koji automatski stvara retke matrice H' prikazuje slika 3.1.

I II III

3
0 e 0O |3
CLE g0 | 1 | =™ O Q=L <
o Q T 200 en 0
.em i
&

Slika 3.1: Automatsko stvaranje redaka matrice H' polinomom R(x) =1+ x + x> =[1101]

Slika 3.1 prikazuje posmicni registar s tri stanja (desni posmik) s povratnom vezom. Za objasniti
njegov rad, pogledajmo S§to ¢e se dogoditi ako napravimo posmik, poc¢evsi pocetnim stanjem 100 (jer
stanje "sve 0", ne daje nikakvu promjenu).

Tijekom prvoga posmika, 1 se pomice u drugi registar (racunajuc¢i s lijeva) 1 zatim se XOR zbraja
nulom koja se vraca iz desnoga (zadnjega) registra. Ova 0 takoder se dovodi do prvoga stupnja (vidi
Laboratorijsku vjezbu 3). Sadrzaj posljednjega stanja je 0, a to je prethodno bio sadrzaj drugoga
registra (stanja). Nov sadrzaj je onda 010. Daljnji posmici vode sadrzajima 001, a zatim 110, 011, 111,
101. Sljede¢i posmik dovest ¢e do sadrzaja 100, Sto je poCetni sadrzaj. Student treba razumjeti kako su
dobiveni navedeni sadrzaji.

> LFSR je posmiéni registar &iji je ulazni bit, linearna funkcija njegovih prethodnih stanja.
*2 ILI jedan ILI drugi, ali NE oba!
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Vazna napomena: Redoslijed sadrzaja matrice H' odreduje struktura LFSR registra [R(x) =1 +x + x].
Iz matrice pariteta H', unatrag se izvodi matrica H, a iz nje generator-matrica G (ovdje je jedini¢na
matrica I; smjestena desno u G)

Po P P2
I 0 0] p,
01 0
h . 1101000
00 1|p, 1 001 011 |
- | 01 1010 0
H=4|1 1 0|l a =H=|0 1 01 1 1 0|]=G= :
: 1 1 1:0 O 1 O
b0 1 1| b 0 0 1I;i0 1 11 !
' 1 0 1:0 0 0 1
c|l1 1 1] ¢ -
dl1l 0 1| d

po;a(-BO(-B—c(-Bd,pl=a®b@c@0,p2=0@b@c@d

Iz generator-matrice G ustrojava se koder za tvorbu kodnih rije¢i Hammingova (7, 4) koda (slika 3.2).

Koder (7, 41 koda 1] vl LA
oooo 1000
oo 1001
ooio 1010
info ltor oo 1011
o100 1100
o101 101
0110 1110
0111 1111

L pl=a+c+d
pl=a+b+c
p=b+c+d

CLK I I kodne rdjedi (7, 41 koda
ULEE  IZLaE ULEE IZLaE
fa111a0 0000 0000000 1000 1110 D00
Ehanil LR L
Crear[ — | o1 oiooodd 1011 1010011
0100 0101100 1ip0 1011 100
0101 1100101 1101 10 10101
0110 1000110 1110 01 10110
D141 0001 111 1141 1111 111

PP, e R b e A
Slika 3.2: Hammingov (7, 4) nesustavan koder

Slika 3.3 prikazuje sadrzaje Sto ih generira sklop na slici 3.1, a opisuje ga postupak ispod te slike:
I I

stanja
"3 . . registra | I | II | III
CLK |0 olo %D—ouéqﬁnnaqd R1
.'T— =g 0 ! = = pocetno
f 1 stanje 1 0 0
0 1 0 1. 0| 1]0
0 0 1 o 2. 0]0] 1
1 1 0 = 3. 1] 11]0
0 1 1 8| 4 [o|1]1
1 1 1 5. 1]1]1
1 0 1 6. 1101

Slika 3.3: Sadrzaji posmicnoga registra nakon svakoga posmika

Rezultat je matrica H' prikazana na slici 3.4:
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CLK |20 1 D OFD Q H =
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Slika 3.4: Povezanost stanja posmicnoga registra i paritetne matrice H

To se postize sklopom na slici 3.4 u 7 koraka ukljucujuci kao prvi, gornji korak, plus koraci a-f na slici
3.5.

1 0 0 i 1 0
) )
= 2 O n O

& & .

1 1 1 1 0 1
ER AT el ety
B ) e
[ [ [

d) e) f)
Sljedeéi posmik vra¢a sustav u po€etno stanje 100 prikazano na slici 3.4.
Slika 3.5: Sadrzaji LFSR u 6 posmika

)
)

Kao $to se jasno vidi, uzastopni sadrzaji (nakon svakoga posmika) kruga na slici 3.4, retci su matrice
H’. Treba objasniti da prilikom generiranja paritetne matrice koda, broj registara generatora, jednaka
je broju paritetnih jednadzbi koda. |Duzina registara (broj stanja) predstavlja duzinu retka matrice (=
broj stupaca u matrici), a svaki stupac (po okomici odozgo prema dolje) predstavlja paritetnu

Jjednadzbu.

Definicija Krug s povratnim vezama kojime upravljaju samo XOR vrata, zove se "linearni posmic¢ni
registar s povratnom vezom" LFSR (/inear feedback shift register).

Linearnost takvoga kruga temelji se na sljedecoj oc€itoj ¢injenici: Ako su Sj, S», S, ..., stanja dobivena
posmikom u registru, pocevsi pocetnim stanjem Sy, a 77, T, T3, ..., stanja dobivena posmikom u
registar, pocevsi stanjem 7y, onda su S1+71, S»+75, S3+75, ... stanja dobivena posmikom u registar,
pocevsi od pocetnoga stanja Sy+ 7).

3.2. 3.2 Mnozenje poruke paritetnom matricom® (dekodiranje i sindrom)

MnozZenje vektora [abcdefg] matricom pariteta H', prikazuje se u nastavku:

1 0 O]
01 0
00 1

[abcdefe]-[1 1 0|=[a@d® f®g, b®IDeDf, cBe® fDg]
O 1 1 I 11 111
111
10 1]

>3 Napraviti vjezbu!
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0 0 _|
CLK abcdefyg BDDOQBD-D' e o
. 1 0000000 I
R T
E ESE

Slika 3.6: Mnozenje vektora matricom pariteta

Sada se pokazuje kako automatski primijeniti prethodno mnozenje. Slika 3.7 prikazuje kako se vektor
[a b cdefg] mnozi matricom H'.

I I 11

0 0 J
abcdefyg BDDOQBD-ENQ- qu
=

e ooo110

RESET
— -
—~—
R1

wiw}

¥

Slika 3.7: Mnozenja vektora matricom H"
Vektor se pohranjuje u posmicni registar i posmice se u R1 ¢iju osnovnu strukturu prikazuje slika 3.4,
a Ciji pocetan sadrzaj jednak je [000]. ZapisSimo sadrzaje R1 tijekom sedam uzastopnih posmika
cijeloga kruga:

Broj posmika: ! I - laznl vekn 111111
pocetno stanje 0 0 0 000

1, g 0 0 100

2 f g 0 110

3, e f g 111

4. g®d e®@g f 001

5 f®c f@gdd e®g 010

6. b®e®g eDgDfDc f@e®d 101
pocetno 7. aPfOgPd |fOgDPIdPDLDeDg|eD@gDfD®c 000

Izraz konacnoga sadrzaja srednjega registra (II) osim 6 prikazanih medu-stanja [0, g, f, e®g, fPgdd,
e®@g®fPc], nakon 7. posmika je: fOgPIDbDeDg. Imajte na umu da se nakon 7. posmika, g pojavljuje
dva puta. Budu¢i da @ zna¢i XOR, a znamo da XOR bita samoga sobom vodi 0 bez obzira na
vrijednost bita, slijedi da je g®g = 0 pa je fOgDIDbDeDg = fDdDbDe. Konatni sadrzaji sva 3
memorijska elementa [, IT 1 III] registra R1 (pravilo mnoZenja vektora i matrice) onda su:

[la®0bD0c®Id D 0e®f ®lg[0a@1bDOcDId Dle®If ®0gl[0a®0bDLlcD0d Dle®1f Dlg]

I IT III
[0®dDfDg, h®dDe®f, cDe® fDg],
I 1I 11

Dakle, samo jedinice u svakome stupcu matrice H', mnoZe se svakom znamenkom ulaznoga vektora,
jer mnozenje nulom bilo koje znamenke ulaznoga vektora (1 ili 0), kao rezultat daje 0. Dobio se
upravo prethodno prikazan rezultat mnoZenja.

abcdefg gfedchba
Primjer: Ulazni vektor v=[1010011]. U sklop prvi ulazi desni (g) bit [1100101 ] (slika 3.8).
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RESET

Slika 3.8: Mnozenje vektora i matrice

1 0 0
. ] 01 0
Ulazni wektor
0 0

> 1010011 0 b) )—gq D 0 abedefg 001
I-—I-IBD'%?? - B = v H=[1010011]-|1 1 0]=[111]

[l ¢ 01 1

111

10 1

ulazni vektar
1010011 ’ !
k[

CL

RESE

ulazni vektor
x101001 ’ !
<L

CL
RESE

CL

ulazni vektor
%% 10100 ’ !
<l

RESE

Pocetno stanje: 000 1. posmik: 100 2. posmik: 110
ulazni vektor ulazni vektor ulazni vektor
&xxxlOlO!l':J &xxxxlOl!lI:J &xxxxxlﬂ!lB ’o
CLKD CLKD LKD
RESE RESE RESE
3. posmik: 011 4. posmik: 111 5. posmik: 001
ulazni vektor ulazni vektor
&xxxxxxl!lB ! &xxxxxxx!l':) ’ D
cm[: cmlj Rezultat mnozenja je: 111
RESE RESE
6. posmik: 110 7. posmik: 111

Slika 3.9: MnoZenje vektora i matrice korak po korak

Primjer: [1010011] - H” = (zbroj 1., 3., 6. i 7. retka matrice H').

Rezultat:

l.redak[1 0 O]
2.redak|0 1 O

100 1. redak matrice H” 3 redak 0 0 1

001 3. redak matrice H’ re -H’

111 6. redak matrice H” 4redki1 1 0

101 | @ 7. redak matrice H S.redak| 0 1 1

111 | <« konacan rezultat mnozenja 6.redak| 1 1 1
7.redak|1 0 1]

Drugim rije¢ima, posmikom kruga na slici 3.2 sedam puta, zapravo mnozimo vektor [abcdefg]
matricom H’, gdje je rezultat ovoga umnoska, zadnji sadrzaj LFSR. Ako je [abcdefg] primljena poruka
¢ija je prenesena inacica kodna rije¢ (dakle radi se o dekoderu), sadrzaj tih stanja postaje sindrom
pogreske. Dekoder automatski stvara sindrom pogreSke (sadrzZaji registra nakon 7. posmika), bez
potrebe pospremanja sadrzaja H'.

3.21.  3.2.1. ANALIZA POSMIKA | PREPOZNAVANJE MNOZENJA

Sada ¢emo pobliZze analizirati prethodno opisan postupak 1 vidjeti koja obiljezja kruga na slici 3.2
(dekodera) omogucuju operaciju mnozenja. Prvo, uzmimo slucaj gdje se vektor [0000001] mnozi
matricom H’. Ozna¢ili smo ovaj vektor kao v (indeks 7 oznacava poloZaj 1-elementa u vektoru, gdje
brojanje pocinje s lijeva).

Umnozak ovoga vektora matricom H’ daje zadnji redak matrice (tj., v; - H' = [101]). Pogledajmo

zaSto se isti rezultat dobije posmikom v7 u sklop na slici 3.10.
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1 00
01 0 [0000001]
0 0 1 a
T_ s . = = ‘*ubu%iﬁ?ib n g B
vz-H" =[0000001]-{1 1 O (=[101] >
(1) 1 i RESI:‘I' B}
10 sklop na slici 3.7

Slika 3?1 0: Posmik vektora v; u sklop na slici 3.7

Pri prvome posmiku 1 u desno, v; se posmic¢e u LFSR. Tijekom sljede¢ih Sest posmika (kada se
posmice ostatak v7), vrijednosti bitova kojima se puni LFSR su "sve 0". Drugim rije¢ima, od drugoga
do sedmoga posmiku, LFSR djeluje kao generator na slici 3.4, pocevsi pocetnim stanjem [100].
Njegov konadan sadrzaj je onda [101], $to je posljednji redak u H’. Prije smo objasnili da se
posmikom v u krugu na slici 3.7, zapravo obavlja operacija v; - H'.

Uzmimo sada slu¢aj gdje se vektor v, = [1000000] mnozi matricom H”. Imamo da je v, - H' = [100].
Ovo je isti rezultat koji se postize pomicanjem v; u sklop na slici 3.7.

CLE ibcoeryg

[1000000] 1000000

HESEI'
Slika 3.11: Posmik vektora v; u sklop na slici 3.7

o

sklop na slici 3.7

Da bi se vidjelo zaSto je to tako, primijetimo da, kada se prvih Sest 0 od v; pomakne u LFSR, on ¢e 1
dalje sadrzavati 0. U posljednjemu posmiku, 1 na lijevoj strani v; posmic¢e se u LFSR pa se dobije
[100], §to je i konadan sadrzaj registra jednak izra¢unatome rezultatu v, - H' =[100].

Opcenito, neka v; oznaCava vektor od sedam bitova, koji ima samo jedan element vrijednosti 1 na
mjestu i. Tvrdimo da ako se v; posmice krugom na slici 3.2, konacan sadrzaj LFSR bit ¢e i-ti redak
matrice H', §to je upravo rezultat operacije v; - H'. Ova tvrdnja dokazuje se promatranjem da nakon
posmika prvih 7—i nula (0) desno od v;, LFSR 1 dalje sadrzava 0. Onda se 1 (v;) posmice u krug i on se
posmi&e jo§ i—1 put. Krug se onda ponasa kao generator na slici 3.4, rezultirajuéi i-tim retkom od H”
kao kona¢nim sadrZzajem LFSR.

Sada ¢emo vidjeti Sto ¢e se dogoditi ako se opcenit vektor v, duzine 7, posmice krugom na slici 3.2.
Takav v ima 1-elemente na mjestima i, j, k, itd. On se sastoji od zbroja vektora v;, v;, v, itd. Posto je
nas sustav linearan, konacan sadrzaj LFSR, nakon posmika v u krug, jednak je rezultatu dobivenome
zasebnim posmikom v;, v;, v, itd. te zbrajanjem ovih odvojenih rezultata. Medutim, ovi rezultati su
odvojeni rezultati i-toga, j-toga i k-toga retka matrice H'. Njihov zbroj je prema definiciji jednak
rezultatu dobivenome operacijom v - H'. Dakle, dokazali smo da [krug na slici 3.7 opéenito mnozil

fvektor i matricu.|

Primjer: [1010100] - H = (zbroj 1., 3. i 5. retka matrice H').

Rezultat:

l.redak[1 0 0]
2.redak|0 1 O

100 1. redak matrice H' 3.redak|0 0 1) i

001 3. redak matrice H’ 4.redak|1 1 O ~

011 ] @ 5. redak matrice H” 5.redak|0 1 1

110 | « konacan rezultat mnoZenja 6.redak{1 1 1
7.redak|1 0 1]

zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sije¢nja 2018.
88


Slika%203.2.1.circ
Slika%203.2.2.circ

3.3. 3.3. Postupak kodiranja

U prethodnome dijelu pokazali smo kako pri dekodiranju, automatski izraCunati sindrom pogreske, na
temelju nekih posebnih svojstava H'. U ovome dijelu pokazat ¢emo kako automatski generirati kodnu
rijec iz informacijskoga vektora. Ovo je postupak kodiranja. Ve¢ smo rekli da je nas kod sustavan, Sto
znadi da su paritetni bitovi pridruzeni informacijskome vektoru kao kontinuirana skupina (lijevo ili
desno).

3.3.1. 3.3.1. STVARANJE PARITETNIH BITOVA
Paritetne jednadzbe, predstavljene stupcima H’, su:
(1) po@a®cd®d=0
2) p1@a®b®dc=0
B) pDbDcDd=0

Slika 3.12 prikazuje kako se iz informacijskih bitova, automatski racunaju paritetni bitovi.

d d 0
c d®c d
b®dd b®d®c dDc
a®d®c aPdDcDbDd bDdDc
R1 R2 R3

5

o
reseT [
EI ECLKI :

Slika 3.12: Koder koda ¢ija matrica pariteta je H'

1 1 Llazni wekton
o110

D H
=

5. bit sluZi da ne pocrvene Fice I

Bitovima abcd, informacijski vektor puni LFSR (obrnutim redoslijedom - prvi ulazi bit d) sli¢no
onome na slici 3.4. Napravimo posmik kruga na slici 3.12 cetiri puta 1 zapiSimo sadrzaje registara
LFSR nakon svakoga posmika (slika 3.13):

[._ 8 _'-)Dl: S =D

b 19

D b
ok | reser |1 G r
@—o—‘ S

Slika 3.13: Sadrzaji registara LFSR nakon svakoga od 16 posmika (prethodna i sljedeca tablica)

Redni broj rije€i ulaznoga vektora 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.

Ulazni vektori = 1111 | 0111 | 1011 | 0011 | 1101 | 0101 | 1001 | 0001
R1 R2 R3 abcd | abed | abed | abed | abed | abed | abed | abed

sadrZaji registara za ulazne vektore

d d O] 110 | 000 | 110 | 000 | 110 | 00O | 110 | 110

c d®c d| 101 110 | 011 000 | 101 110 | 011 011

b®d b®d®c d®c| 010 101 001 110 | 100 | 011 111 111
aPd®Pc|a®PdPcP®bDd | bPdDc| 111 010 | 000 | 101 100 | 001 011 101

Po D1 D2 <« sadrzaji LFSR registara su paritetni bitovi

Napomena: Svejedno je kojim se sklopom [gornjim (T) slika 3.13 ili donjim (V) slika 3.14] posmice
ulazni vektor.
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Redni broj rije€i ulaznoga vektora 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16.
Ulazni vektori = 1110 | 0110 | 1010 | 0010 | 1100 | 0100 | 1000 | 0000
R1 R2 R3 abcd | abed | abed | abed | abed | abed | abed | abed
sadrZaji registara za ulazne vektore
d d O] 000 | OO0 | 000 | 000 | 00O | 00O | 00O | 00O
c d®c d| 110 | 110 | 110 | 110 | 000 | 000 | 000 | 000
b®d b®d®dc d®c| 101 101 011 011 110 | 110 | 000 | 000
a®Pd®Pc|a®Pd®cEbB®d|bDd®c| 010 | 100 | 001 | 111 | 010 | 011 | 110 | 000
Do )4 ) %) «—sadrzaji LFSR registara su paritetni bitovi

Imajte na umu da je a®d®c®b®d = a®b®c, jer se dva d medusobno ponistavaju (XOR). Onda su
konacni sadrzaji u: R1 = a®d®c, R2 = a®b®c i R3 = b®d®c. To su zapravo vrijednosti po, p1, p» na
$to upucuju jednadzbe (1), (2) 1 (3).

4 o) DrrE DJ
[

Primjer:

RESET
E: CLE + 1 Llazni vektor
[r—=—4 10 110
abcd
Slika 3.14: Pocetno stanje LFSR kodera (7, 4) koda.

abcd
Slika prikazuje kako se informacijskome vektoru od 4 bita u = [0110 ], pridruzuju stanja LFSR nakon

4 posmika s lijeve ili s desne strane.”* Uzastopni sadrzaji LESR su:

R1 | R2 | R3 |
a) d = 0 d = 0 0 = 0 1. posmik
b) c = 1 c®d = 1 d = 0 2. posmik
c) b®d = 1|b®Dc®d®d = 0 c®d = 1 3. posmik
D0a®Dc®d = 1|a®@b®Pc = 0| pbDcdd = 0 4. posmik
Po D1 )2 paritetni bitovi
5 " DJ ) >
A L i °!5’*F_;>DJ
=
reseT | B | RESET
iy ulazni vekio E: ulazni vekio
D ECLK 10011 ECLK 1x001
ahc
b_
A DDJ e DJ
ERESET ulazni vekio ERESET Llazni vekio
ECLK fxx00 ECLK lxxxD
LI c)

Slika 3.15: Stanja registara nakon svakoga od 4 posmika

Time smo pokazali da sklop na slici 3.12 automatski stvara paritetne bitove. Nakon §to su se stvorili,
jednostavno ih pridruzimo (kao rep ali s lijeve strane) informacijskim bitovima, oblikuju¢i kodnu rijec:

popiprabcd,
ili posebno za ovaj primjer 1 za informacijski vektor u = [0110], kodirana rijec je:
[1000110].

> Automatizirati pridruzivanje bitova stanja. (Napraviti i usporediti s tablicom 2.1) Takoder napraviti C++ program.
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Prethodna rasprava bila je samo proba, a ne dokaz. Nismo dali nikakvo suvislo obrazlozenje,
objasnjavajuci kako 1 zasto smo u stanju oblikovati takav sklop. Da bismo vidjeli zasto krug na slici
3.15, stvara paritetne bitove koji odgovaraju informacijskome vektoru, opet prikazujemo generator-
matricu koda:

P jedinéna matrica
1 10[1 0 0 0]
01 1{]0 1 0 O
G=
1 1T 170 0 1 O
1 0 1[0 0 O 1

Paritetni bitovi, pridruzeni informacijskome vektoru [1000110], oblikuju jedno-redan vektor
(umnoZak) u - P (matricama L’ i G, zajedni¢ka pod-matrica je P - vidi gornji prikaz matrice G).
Mnozenje ulaznoga vektora u, jedinicnom matricom kao desnim dijelom matrice G, jednako je
prakti¢noj situaciji u kojoj se u izravno prenosi kao dio informacijskoga vektora.

3.3.2.  3.3.2. UMNOZAK INFORMACIJSKOGA VEKTORA | POD-MATRICE

Sada pokazujemo za$to krug na slici 3.15 ostvaruje operaciju u - P, gdje je u = [a, b, ¢, d]. Retci pod-
matrice P Cetiri su uzastopna sadrzaja generatora prikazana na slici 3.1, poc¢evsi od [110].

u-P=[0110] =[100]

Y s R
S = =
O

Imajte na umu da LFSR na slici 3.3 predstavlja isti generator kao 1 na slici 3.15. Pogledajmo S§to ¢e se
dogoditi ako se informacijski vektor u = [A4, 0, 0, 0] pomakne u krug na slici 3.16, gdje je 4o jednak O
ili 1 (ali ostali bitovi vektora u, sigurno su "sve 0").

0 0]0
0 00 | 0
00 000 | 00

1©0@0 | 190209080 | 000
I _E)D-, o — JJDJ

Slika 3.16: Posmik informacijskoga vektora [Ao, 0, 0, 0] u LF'SR

Dokle god se Ay ne posmikne, LFSR jo§ uvijek sadrzi "sve 0". Kada se posmice A, i dogada se
posljednji posmik, sadrzaj LFSR je 4, - [110]. Ako je 4o = 1, ova jedinica posmikne se u dva lijeva
stanja registra, tvoreci sadrzaj [110]. Ako je 4o = 0, registar ¢e i dalje sadrzavati samo nule. Imajte na
umu da je [110] prvi redak u pod-matrici P, §to znaci da su paritetni bitovi pridruZeni informacijskome
vektoru u = [4, 0, 0, 0], zapravo umnozak u - P.

Opcenito, neka je u informacijski vektor koji na mjestu i ima 4,, raunajudi s lijeve strane, gdje je prvo
mjesto oznaceno kao #0. (Ostatak elemenata u, osim 4;, su "sve 0"). Ako se vektor u posmice u krug
na slici 3.16, LFSR ¢e napraviti posmik 4—i—1 put, sadrzavaju¢i "sve 0". Idu¢im posmikom, posmice se
element A; pa se dobije sadrzaj 4; - [110]. Nakon toga posmika, LFSR nastavlja radom, ali sada kao
generator na slici 3.4, za i posmika (i nastavlja se puniti nulama, slika 3.17).
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[ r

DDDDDDDDDDDDDDDD
CLK ] shcdefohijkl..

Slika 3.17: Posmik ulaznoga vektora i nastavak punjenja nulama

Njegov konacan sadrzaj bit ¢e i-ti redak pod-matrice P ako je 4; =1, a "sve 0" ako je 4; = 0, tj., ovdje
imamo pridruzene paritetne bitove informacijskome vektoru u kao u - P. Na temelju linearnosti
registra, onda bismo te paritetne bitove pridruzili op¢emu informacijskomu vektoru u = [4y, 41, 4, A3,
...] iz vektora u - P. lako se nas dokaz smatra posebnim za (7, 4) kod, on je dovoljno opcenit za inacice
koda bilo koje dimenzije.

[Sada moZemo zakljugiti da i koder i dekoder koriste LESR jednake strukture)

. U koderu, informacijski vektor puni se u zadnje (desno) stanje registra, u kojemu konacan
sadrzaj registra tvore paritetni bitovi koji se pridruzuju ovome informacijskome vektoru (lijevo
ili desno od njega), kao Sto prikazuje slika 3.18.

L —

8. hit sludi da ne pocreene fce I R¥)=1®x® X

Slika 3.18: PridruZivanje paritetnih bitova informacijskome vektoru

o U dekoderu, primljena poruka puni se u prvo (lijevo) stanje u registru, gdje konacan sadrzaj
registra ¢ini sindrom pogreske, kao Sto prikazuje slika 3.7 ili slika 3.19.

o] o] J
0 -
57T D.DQBD'&OQ o0

e Loooii0

RESET
= »
g
R1 RN =1®x®x

Slika 3.19: Sindrom pogreske kao konacan sadrzaj registra

%

Definicija LFSR, §to se koristi u koderu 1 dekoderu koda, naziva se LFSR za stvaranje koda (/e
generating LFSR of the code).
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7.

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

6.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5

6.5.1.

6.6.

6.6.1.
6.6.2.

6.7.
6.8.

Laboratorijska vjezba 6: Standardno polje za (8, 2) kod

STANDARDNO POLJE

Uvod
Standardno polje
Savrseni kodovi
Primjer (n, k)

Oblikovanje (8, 2) koda
Ukratko ponovimo
Kodiranje, dekodiranje i ispravak pogreSaka

Ustupci izmedu otkrivanja i ispravke pogresaka

Standardno polje je pregledno

Zaklju€ak
Zadatak
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3.4. 3.4. Kodiranje/dekodiranje vektora kracih i duzih od 4 bita

Razmotrimo sada slucajeve gdje se u LFSR na slici 3.12 posmicu informacijski vektori, kraci ili duzi
od Cetiri (4) bita, a zatim se sadrzaj LFSR pridruzuje informacijskomu vektoru. Jo§ uvijek dobivamo
kodnu rijec Ciji dekoder je krug na slici 3.7. Posmikom vektora stvorenoga koderom kruga na slici 3.7 1
dalje ¢emo dobivati stanja "sve 0" kao konacan sadrzaj.

Onda su slika 3.7 (mnoZenje vektora matricom H') i slika 3.12 (koder koda cija matrica pariteta je
H'), par koder-dekoder za bilo koju duljinu informacijskih vektora (slika 3.20).

|- i vektor u dekoderu 0 5 J
o D OFP Q
' | —t o 0] CLK “ S bD-
0 .} b DJ 100011 D Q en 0| ten
reser [ | | Lt [t
||J": & ulazni vekto

RESET
0110 E

Koder-mnoZenje vektora matricom H' (slika 3.7)  Dekoder, &ija matrica pariteta je H' (slika 3.12)
Slika 3.20: Koder (puni se na izlazu) i dekoder (puni se na ulazu) imaju istu strukturu R(x)=1+x+x’

3.41. 3.4.1.INFORMACIJSKI VEKTOR DULJINE 3 BITA

Osnova ovoga opazanja je, da se rasprave ovdje i u prethodnome poglavlju, uopée ne odnose na
¢injenicu da je duljina informacijskoga vektora jednaka 4 bita. Ako je duljina jednaka 3 bita, paritetna
matrica koda P i generator-matrica koda G, izgledat Ce:

1 0 0
010
110100
, 00 1
Ho=P=| = 1 G=10 11010 =[Pk
111001
01 1
11 1]

Dakle, vidi se da nema 4. posmika pa tako nema ni 4. (zadnjega) retka u matrici P §to se posredno
odrazava i1 na matricu G. Podsjetimo se da je donji dio matrice P zapravo prethodno opisana matrica P
ali bez zadnjega retka (jer nema 4. posmika):

1 1
0 1
1 1

— O

3.4.2. 3.4.2. DULJINA INFORMACIJSKOGA VEKTORA JEDNAKA JE 5 BITOVA

Promotrimo slucaj da je informacijski vektor t = [a, b, ¢, d, e] duljine 5 bitova i posmice ga se u krug
kodiranja na slici 3.12 (slika 3.21)

bD— 0 01
e[
@RESET r * 1 I ulazni vektor

ECLKl ¢ . 000000
|abcde RX)=1®xdx°
Slika 3.21: Posmika informacijskoga vektora duljine 5 bitova u LFSR koder

1z objasnjenja danoga u poglavlju 3.3, znamo da su konac¢ni sadrZaji registara R1...R3:

e=0]e=1 d c b a
1. posmik | 2. posmik | 3. posmik | 4. posmik | 5. posmik | Konaéni sadrZaji R1...R3
000 | 110 | d-[101] c-[111]1 | b-[011] | a-[110]
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a-[110]+b-[011]+c-[111]+d-[101] + [doprinos od e].
. Ako je e =0, sadrzaji R1...R3 nakon prvoga posmika su [000].
. Ako je e =1, sadrzaji R1...R3 nakon prvoga posmika su [110].

Nakon toga, posmice ga se jo$S Cetiri puta. Doprinos e konacnome sadrzaju R1...R3, jednak je
zavrSnome sadrzaju generatora koji slobodno radi na slici 3.4, nakon 4. posmika, polaze¢i od
pocetnoga sadrzaja [110]. Konacan sadrzaj je [100]. Onda su paritetni bitovi Sto ih generira koder
jednaki [a, b, ¢, d, e] - G, gdje generator-matrica G ima sljedeci oblik (n=8, k=5). Op¢e polaziste je:

I
G=[P,«|L]=>H=[L| P ,]=> H = {i} v_—__k}
n—k

I
G=[P;|Is]=>H=[Iss|P = H = [P ?1 = P; (za ovaj dio skripte),
3

1 0 0

- - 010
11010000

0 0 1

01 10T1U0UO00O0 1 0010111 G

G=11100100:>H=01011100:>HT:011

1 01 00 01O 001 01 110 L1
1 000 0 O0O°1

) B 1 0 1

1 00

Na temelju povezanosti matrice pariteta i generator-matrice sustavnoga koda, imamo da je paritetna
matrica P; nasega koda:

1 0 0]

010

0 0 1

r 1 1 0 5 ) .
H =P;,= o o1 (VaZna napomena: 1. redak [100] ponavlja se 1 kao 8. redak)

I 1 1

1 0 1
|11 0 0]

Prvi i zadnji red matrice P je [100]. To znaci da na$ (8, 5) kod ne moze ispraviti jednu pogresku,
budu¢i da pojava jedne pogreske na prvomu ili na zadnjemu mjesta u primljenoj poruci daje isti
sindrom pogreske. MnoZenje poruke t duljine 8, matricom P, obavlja se istim sklopom kao Sto je
dekoder prikazan na slici 3.7. Sadrzaj registara R1...R3, nakon $to se poruka t posmikne u njega, je
t-P;. Objasnjenje ove tvrdnje slijedi izravno iz detaljne rasprave u poglavlju 3.2.

Sada razmotrimo moguénost izrade preCaca za izracun kona¢noga sadrZaja registara na slici 3.7, a
nakon posmika vrlo duge poruke u njih. Ako se u registar posmice poruka t duljine 8, tvrdi se da
matematicki obavljamo operaciju t-P;. Medutim, buduéi da se prvih sedam redaka P; sastoji od H',
gdje je posljednji redak P; jednak prvome retku P, slijedi da je:

[a,b,c,d, e, f.g,h]-Pr=[a+h,b,c de,fg] H.

Umjesto posmika poruke duzine 8 u krug dekodera, moZzemo napraviti posmik poruke duljine 7 ako
prethodno zbrojimo a 1 4 (slika 3.22).
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Slika 3.22: Posmik poruke duljine 7, umjesto posmika duljine 8 ako se prethodno zbroje bitovi

-—ﬁDD

3.4.3. 3.4.3. PROIZVOLJNA DUZINA VEKTORA

Opcenito, pretpostavimo da zelimo posmik poruke t = [abcdefghijkimnopgrstuvwxyz] u dekoder na
slici 3.7 (slika 3.23).

] ] J
5 1] O QD
CLk O0abecdelfohijkimnopg raft uvwxyz D-DSQBD-@E? e-.DQ
=
’ goooooaopoooQoooQooooQoopooQonn E l
RESET
||J"= o > >

Slika 3.23: Posmik poruke [abcdefghijkimnopgrstuvwxyz| u dekoder

Mozemo podijeliti t u Cetiri vektora duljine 7 kao $to se prikazuje u nastavku. Napominjemo da se
pocetku poruke (lijevo) moraju pridruziti dvije 0, da bi svi vektori imali duljinu 7:

t = 00abcde fghijkl mnopgrs tuvwxyz

|/ NN N —

a b c d

Akojeu=a®b @ ¢ @ d, onda posmikom t u dekoder (za Sto ¢e trebati 26 vremenskih odsjecaka), ili
posmikom u (za $to ¢e trebati sedam posmika), daje isti rezultat (slika 3.24)

abcdefgh
P oo10100

abcdefagh
P 0101011 o
D A
'u:u:uut-I_
abcdefgh cin
0 +|-
P 0011110 J'cu:uut
Dy A e
+

abcdefgh C ouk
P 1100011 |-

FParallel
2 ; BD_ "oHo" |
abcde fo _-JD- Eclz' 1:? = 2

]
O £
CLK b 1011100] = l
T l
—IRESET | | |

Slika 3.24: Simulacijska shema zbrajanja 4 vektora (26 bitova)
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3.5.  3.5. Automatski ispravak jedne pogreske®

Automatsko stvaranje sindroma pogreske primljene poruke prikazuje slika 3.7. Jo§ uvijek nismo
pokazali kako ispraviti pogreSku znajuéi sindrom tj., kako otkriti polozaj pogreske, uz pretpostavku da
imamo samo jednu pogresku. Slika 3.25 prikazuje cjelovit dekoder koji stvarno ispravlja jednostruku

pogresku.

Tablica 2.1(c) (7, 4) kod

izlaz ulaz izlaz ulaz
0000 000 1000 110
0001 101 1001 011
0010 111 1010 001
0011 010 1011 100
0100 011 1100 101
0101 110 1101 000
0110 100 1110 010
0111 001 1111 111

Ako ima sadrzaja, upis u dekoder je s lijeva

R1

t}
]

| I S

GH43210987654321
||—_" Q0000000000000 00
L

Makon 15 posmika dobije se izpravljen kod L
#COUNT=..1110[00 000000 = = iD nooonan
- 1 Q00aaaq q —t
Lk w01 - A
RESETIE [ L Ilﬁpmxrljen hod
R1

1 0 Ol
0 1 02
0 0 1|3
o |l 1o
0 1 1]5.
11 116
10 1|7
1 0 0]8.

Slika 3.25: Cjelovit (Meggittov) dekoder (nakon 15 posmika dobije se ispravljena kodna rijec)

U krug ulazi sedam bitova (koji su dosli preko kanala, npr. [001110]) tuvwxyz, a to je primljena
poruka. Nakon posmika u krug sedam puta, pocevsi opisanim pocetnim uvjetima, sadrzaj registra R1
je tuvwxyz. Registar R2 sadrzi sindrom pogreske [011], kao Sto se detaljno opisalo u poglavlju 3.1.
Pretpostavimo, na primjer, da je pogreSka u primljenoj poruci na 5. mjestu s lijeva, tj., bit @ je
@ogreéan. Takoder, pretpostavimo postojanje samo pogreske. MnoZenjem primljene poruke
matricom H', a to je matrica pariteta koda kojemu pripada primljena kodna rije¢, dobijemo sindrom
pogreske u petome retku matrice H' pa je isprav(lje)na kodna rije¢, [0011 010]. Sljedeca tablica 3.1
prikazuje kodnu rije¢ [0011010] za sve inacice jednostrukih pogresaka od 1. do 7. mjesta.

Tablica 3.1: Kodna rijec [0011010] i sve inacice jednostrukih pogresaka

Polinom-generator je 1 + x + x°

Pogreska na mjestu u kodnoj rijeci Kodna rije¢ Sadrzaj R2 nakon 7. Redak u H', (oznake
(Citano s lijeva u desno) [0011010] (15.) posmika redaka od 1.do 7.)
1. 1011010 100 1.
2. 0111010 010 2.
3. 0001010 001 3.
4, 0010010 110 4.
5. 0011110 011 5.
6. 0011000 111 6.
7. 0011011 101 7.

Buduéi smo pokazali da je posmik primljene poruke u R2 jednak mnoZenju poruke matricom H’,
konac¢an sadrzaj R2 jednak je [011]. Dalje nastavimo posmik cjelokupnoga kruga na slici 3.25, nakon
Sto R1 ve¢ sadrzi primljenu poruku, a R2 sadrzi [011]. Posto je sada ulaz u R2 niz uzastopnih 0, on
radi kao sklop na slici 3.4 (tj., uzastopno stvara retke matrice H', po¢evsi s [011]). U tome trenutku,

> Napraviti kao vjezbu!
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primljena poruka pomakla se iz R1. ZapiSimo uzastopne sadrzaje R1 i R2, pocevsi stanjem koje je
primljena poruku imala u R1 (slika 3.26):

R2

R1 R2 D
tuvwxyz‘Oll tuvwxyz ’
tuvwxy | 111

tuvwx | 101

tuvw | 100 o[o]ofofo]ofo

R1
Slika 3.26: Trenutno stanje

Tocno u trenutku kada je sadrzaj R2 jednak [100], Eogreéaﬁ bit H napusta R1 1 ulazi u njegovo
izolirano stanje, desno. Ovo je jedino stanje R2, nakon 10. posmika, tijekom kojega je izlaz I (AND)
vrata jednak 1. Postoje samo jedna takva vrata na slici 3.26, jer su prva 2 ulaza negirane 0, a na treci,
donji ulaz, preslikava se jedinica prvoga stanja registra R2. Ova 1 onda se zbraja (XOR) s x na
svojemu putu do izlaza i1 preokrece njegovu vrijednost (izlaz je 0). Buduéi je E @ogreéan bit, njegovim
preokretanjem, ispravlja se primljena poruka. Na putu prema izlazu, ostali bitovi primljene poruke
zbrajaju se (XOR) nulama pa su nepromijenjeni. Slika 3.27 prikazuje cjelovit Meggittov dekoder.

Clock TES43 TES43 71 'ﬂq
CHenl
P oaasaaasa00odooan P 000110 I
1
DI:’ oooooni

mq -y
q -t 0 [i=n0

Fezet Ij D— mgn :JD— mgu
| L L

Q =y :

Slika 3.27: Meggittov dekoder - pogresan bit broj 7, upravo je usao u izolirano desno stanje

Pokazali smo kako se automatski ispravlja primljena poruka, koja ima jednu pogresku na 5. mjestu.
Student moZze lako vidjeti da sklop ispravlja jednu pogreSku koja se nalazi na bilo kojemu drugomu
mjestu u poruci. Ako se pogresan bit izluci iz R1, onda ¢e se on uvijek zbrojiti (XOR) s 1. Svi ostali
bitovi primljene poruke ostat ¢e nepromijenjeni.

Valjanost postupka ispravke pogreSaka moZze se objasniti kako slijedi. Neka poruka fuvwxyz sadrzi
pogresku na mjestu 7, racunajudi s lijeva. Nakon $to se poruka posmikne u krug na slici 3.25, registar
R2 sadrzi i-ti redak matrice H. Posmik R2 dodatno ée generirati retke i+1, i+2, itd., budu¢i da R2 sada
radi kao 1 generator na slici 3.4. Nakon 8—i posmika, sadrzaj R2 bit ¢e [100] (redak stvoren nakon 7-
oga posmika, opet je prvi redak). Vrata [ (AND) sada stvaraju 1.

Stanja registra R1 istodobno se posmicu kao i stanja R2 registra. Nakon 8—i posmika, pogreSan bit
boravi u izoliranome stanju registra R1 (desno), te se zbraja (XOR) s 1 stvorenom I (AND) vratima 1
tako se ispravlja.

Ako primljena poruka ne sadrzi pogreske, poruka koja se posmice iz kruga na slici 3.25, jednaka je
ulaznoj poruci, nakon §to prode opisani postupak. Ako primljena poruka ne sadrzi pogreske (4.,
jednaka je kodnoj rijeci), nakon §to se poruka posmikne u njega, jasno se vidi da je sadrzaj R2 "sve 0".
Tijekom ponavljanja posmika kruga, sadrzaj stanja R2 ostaju "sve 0", ¢ime se osigurava da izlaz iz |
(AND) vrata nikada nece postati 1, a to osigurava nepromijenjen sadrzaj stanja u R1 bez obzira na
posmike.

3.6. 3.6. Opcenit kod ispravke jedne pogreske

Rasprave u prethodnim poglavljima obradivale su specifi¢no odreden (7, 4) kod. Svi njegovi sklopovi
inacice su LFSR na slici 3.4. Ovaj osnovni krug ima svojstvo da, ako se pokrene bilo kojim pocetnim
sadrzajem osim "sve 0", krug se vraca u isti pocetni sadrzaj tek nakon sedam posmika. Ovaj krug ima
najvecu periodicnost u smislu da prije povratka u pocetni polozaj, prolazi kroz sva moguca stanja,
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osim stanja "sve 0". Budu¢i da matrica pariteta (7, 4) koda ima 7 razli¢itih redaka duljine 3, slijedi da
samo krug maksimalne periodicnosti moze generirati sve ove retke.

Poopé¢imo sada prethodnu ideju za bilo koji Hammingov (2"-1, 2"-n—1) kod. Matrica pariteta takvoga
koda ima 2"-1 redaka duljine n. Ako Zelimo generirati sve retke ove matrice pomoc¢u LFSR s n stanja
(krug slici 3.28 je LFSR s 3 stanja), prema definiciji, ovaj krug mora imati maksimalnu periodi¢nost.
Imajte na umu da sve moguce povratne veze NE omogucuju maksimalnu periodi¢nost.

: BRI L
X ﬂ CLK ola D-[e) 0 o
11 D— ~o of~ n .
E 3 ERESET |
R(x) =x"+x+x’=1+x+x R(x) =x"+x'+ P+ =1 +x+ 0+ X
(a) LFSR generira 7 stanja (b) LFSR generira 4 (odnosno 2) stanja
Slika 3.28 :Dva posmicna registra linearne povratne veze razlicite periodicnosti

Na primjer krug na slici 3.28.a ima najvecu periodicnost, poput kruga slici 3.4. Ali krug na slici 3.28.b
ju nema, $to se moZze provjeriti tako da se napravi posmik iz bilo kojega po€etnoga stanja. Uvijek se
vraéamo u to stanje nakon manje od sedam posmika (4 odnosno 2 posmika ovisno o pocetnome
stanju).”

Ovaj sklop na slici 3.28(b) NE moze se stoga upotrijebiti kao generator redaka matrice pariteta za (7,
4) kod, jer takva matrica ima 7 razlicitih redaka Sto se ne moze posti¢i ovim krugom.

Definicija Periodi¢nost LFSR S$to se odnosi na stanje S, minimalan je broj posmika koliko ih LFSR
treba napraviti, pocevsi od stanja S, prije nego Sto njegov sadrZaj opet bude jednak S.

Oznaka Pu oznacava periodi¢nost jednoga LFSR s pridruzenim stanjem [1000 ... 0]. Maksimalna
periodi¢nost LFSR, duljine 7, ima periodi¢nost 2"~1 u odnosu na bilo koje ne-nulto stanje, $to znaci da
je za takve LFSR Pu =2"-1.

Opcenito, LFSR moZe imati razli¢ite periodicnosti u odnosu na razli¢ita stanja. Uzmite na primjer
registar na slici 3.28.b. Ako je posmik, zapoceo pocetnim stanjem [100], njegovi uzastopni sadrZaji bit
¢e [100], [010], [001], [111], [100], itd. Onda za ovaj LFSR vrijedi da je Pu = 4. Ako posmic¢emo ovaj
registar, pocevsi od pocetnoga stanja [110], njegovi uzastopni sadrzaji su [110], [011], [110], itd. pa
mu je periodi¢nost jednaka 2. Isto tako, svaki LFSR imat ¢e periodi¢nost 1 u odnosu na stanje [000],
ako nakon samo jednoga posmika, dode natrag u stanje [000].

Posto LFSR registar s n stanja mora imati maksimalnu periodicnost kako bi generirao retke paritetne
matrice (2"-1, 2"-n—1) Hammingova koda, a budué¢i da sve povratne veze NE jamce maksimalnu
periodi¢nost, vrijedi se zapitati: "Kako mozemo znati koje povratne veze omogucuju maksimalnu
periodi¢nost, a koje ne (i to bez isprobavanja raznih moguénosti)?" Sre¢om, na to pitanje ve¢ se
odgovorilo i svaki temeljni udzbenik’’ o kodovima za ispravak pogresaka daje nam popis raspolozivih
povratnih veza §to omogucéuju maksimalnu periodi¢nost za razne vrijednosti #.

Slika 3.29 daje dva sklopa koji imaju maksimalnu periodi¢nost (za n =4, n = 5).

Q L Q I @
(1] 1] mQ 4 mQ 1L eni
Clock P mQ-DlenD Ci el Clock mQ'Elenl:l LR
P mQ-DlenEI p o] o (]
RESET rDlenli RESET ruen'i
Z L
E: & & & E: & & & L
(a) Pocetno stanje 1000 - 16 posmika (b) Pocetno stanje 10000 - 32 posmika

Slika 3.29: Dva LFSR maksimalne periodicnosti

*% Napraviti 2 vjezbe!
7 Ifsr_table.pdf
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Postoji nekoliko razli¢itih LFSR iste duljine koji imaju maksimalnu periodi¢nost. Na primjer, za n = 3
krugovi na slici 3.4 1 na slici 3.28a imaju maksimalnu periodi¢nost. Svaki od tih krugova moze se
koristiti za stvaranje redaka matrice pariteta Hammingova koda. Nakon odabira generatora koji stvara
retke paritetne matrice, cjeloviti: koder 1 dekoder, izraduju se na isti nacin kao 1 krugovi na slikama
3.1213.25, a temelj izradbe je onoj na slici 3.4.

Slika 3.30 prikazuje koder 1 Meggittov dekoder (31, 26) koda, na temelju kruga na slici 3.29.b.

rpcify
Dt

gooooooQO00oOoo0O0000000O0000000 =

(a) kodiranje - R(x) = &’ ®x’

ulazna informacija

:) I
D— Dun-hD-P
, 1101001001010100110000110010110 rb l-

"

.

|
| 2
»
Clock I
= _%Dﬂ}
RESET
[} 1
ooooo00o00O0O0O0O0ONOO0O0OO0O0O00O0O0O00O0O0 1]
I

gooooooo0oo0o0O00O0O001000000000010 iZlazna informacija
|

(b) dekodiranje (Meggitt dekoder) R(x) = &’ ®x’
Slika 3.30: Primjena (31, 26) Hammingova koda

Vazno je napomenuti da bilo koji LFSR moZe oblikovati koder i dekoder linearnoga koda. Sposobnost
otkrivanja/ispravke pogreske koda onda ¢e se razmotriti kao problem. Na primjer, LFSR na slici 3.28.b
(koji nema maksimalnu periodi¢nost) moze se spojiti na nacin sli€an onome prikazanome na slici 3.12,
dodavanjem paritetnih bitova informacijskome vektoru. Ako izgradena kodna rije¢ sada ulazi u isti
LFSR, na nacin sli¢an onome koji je prikazan na slici 3.7, konafan sadrzaj registra bit ¢e "sve 0".
Dokaz valjanosti ove tvrdnje slijedi iste crte kao dokaz povezanosti kodera na slici 3.12 i dekodera na
slici 3.7. Veza izmedu matrice pariteta H 1 generator-matrice G sustavnoga koda vrijedi 1 ovdje, a ona
je:

G=[P|L]=H=[L4|P]

Pitanje obradeno u poglavlju 3.4 bavi se pre¢acima u izracunu konacnoga sadrzaja LFSR, nakon
posmika dugackoga vektora t u njega. Tamo smo na slici 3.23 posebno obradili krug sa slike 3.7.
Krugom se prikazalo da "izrezivanje" t na pod-vektore duljine 7 1 zbrajanjem "odsjecaka", dobijemo
vektor duljine 7 pa je njegov posmik u registar jednak posmiku cijeloga vektora t. U opéemu slucaju,
ako je LFSR duljine n, a njegove povratne veze ne moraju nuzno odgovarati maksimalnoj
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periodi¢nosti, ideja je slicna. U registar ne moramo posmaknuti vektor koji je dulji od Pu. Duze ulazne
vektore mozemo podijeliti na dijelove duljine Pu, a zatim ih obraditi na prethodno opisan nacin.

3.6.1. 3.6.1. ZADATAK ZA (6, 3) KOD

Za zadanu matricu pariteta H’ odredite matrice G, H, koder i dekoder.

Polaziste je:

stanjaregistraR1 | I | IT | III

I 11 I pocetnostanje | 1|0 | O

t 1. 010

H S WS A 2. 001

g;é:g 1 ¥ D g 0 21[? E 3. 1 1 0

@ & 1+ x é 2 0 1 1

6 1101

Slika 3.31: Koder (6, 3) koda

Rezultat je matrica H' prikazana dolje:

Odgovor [vezano za (6, 3) kod]!

1] % 1
=0 Q ] Q-
200 ]
ij

Kako preskociti ovaj redak —» _ Kako preskociti ovaj redak
pri automatskome generiranju redaka pri automatskome generiranju redaka

za (6, 3) kod (vidi sklop desno-gore) L 4 za (6, 3) kod (|vidi sklop gore|)
Slika 3.32: Sklop za automatsko "preskakanje" 6. retka u matrici pariteta

Pitanje [vezano za (6, 3) kod]?

; 5D 0 0 J
[(JQ‘ Ié)ﬂo Ié)ﬂE(J2

m’*]

Il
k. —_— O —_— O O o
S = = = O = O
===

To se postize sklopom na slici 3.4 u 7 koraka (slika 3.33) ukljucujuci kao prvi korak (slika 3.32), plus
koraci a-f (bez e):

1 0 0 i 1 0
D D LD
[ a) [ b) [
[

Sljededi posmik, vra¢a sustav u po€etno stanje [100] prikazano na slici 3.1.

i)
0

Slika 3.33: "Preskakanje" 6. retka u matrici pariteta
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8. Laboratorijska vjezba 7: Hammingovi kodovi: (7, 4)-2. dio te Meggittov dekoder
za Hammingove kodove (15, 11) / (31, 26)

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

7. HAMMINGOVI KODOVI: (7, 4)-2. DIO TE MEGGITTOV DEKODER ZA HAMMINGOVE KODOVE (15,
11) 1 (31, 26)

7.1. Hammingov (15, 11) kod i (31, 26) Hammingov kod

7.1.1. Hammingovi kodovi

7.1.1.1. Hammingov kod

7.1.1.2. Primjeri zadataka

7.2. LAB - Provjera Hammingova pariteta

7.21. Svrha

7.2.2. Postupak
7.2.3.  Meggittov dekoder
7.2.3.1. Pitanja
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4. POGLAVLJE 4 - CIKLICKI KODOVI

4.1. 4.1. Neka svojstva matrica koje generira LFSR

Definicija Cikli¢ki pomak (rotation) vektora u desno za k mjesta znaci pomak k elemenata s desnoga
kraja vektora i njihovo pridruzivanje lijevoj strani.

Primjer Ciklicki pomak vektora [1011110] u desno za cCetiri mjesta, daje vektor [1110101]. Opcenito
mozemo definirati i lijevi ciklicki pomak istoga vektora duljine » = 7 u desno za i mjesta, a on je
jednak ciklickome pomaku u lijevo za n—i = 3 mjesta (vidi donji program).

10.  Ciklicki pomak bitova desno (ili ljjevo) svejedno

#include<iostream>

#include<bitset>

using namespace std;

template<size t N>

//|desni cikliéki pomak: b=b>>4|b<<(N-m)|

inline void rotate (bitset<N>&b,unsigned C:\windows\system32\cmd.exe
m) {b=b>>4 |b<< (N-m) ;} 1011110

//|lijevi cikli&ki pomak: b=b<<4|b>>(N-m)| 1110101

void main () { Press any key to continue . . .
bitset<7>b(94);

cout<<b<<endl;

rotate(b,4) ;

cout<<b<<endl;

}

Neka je M” matrica &iji su retci nastali uzastopnim posmikom LFSR duljine ¢, po&evsi od stanja [1000
... 0]. Uvijek pretpostavljamo da broj redaka u M’ premasuje ¢ i ograniéen je s Pu (kao $to se
definiralo u prethodnome poglavlju), Pu oznacava periodicnost LFSR, povezanu odredenim stanjem.
Neke osnovne znadajke matrice M’ navode se u nastavku:

Prvih ¢ redaka matrice M oblikuju jedini¢nu matricu. Ova znacajka slijedi izravno iz ¢injenice:

u-P=[0110] —[100],

O < R
I T )

1
1
1
0

a)  dase prvih ¢ redaka matrice M” stvorilo uzastopnim ¢ posmicima sadrzaja [1000 ... 0].
Odatle zakljucujemo:

Zakljucak 4.1 Kod C, &ija matrica pariteta je M, jest sustavan kod.;
Oznaka R; oznaava i-ti redak matrice MT.;

b)  1-elementi u R(,+; naznacuju ona stanja LFSR-generatora u koja ulaze izlazi iz zadnjih (desnih)
stanja.

Primjer

Promatrajmo &etvrti redak matrice H” koja se obradivala prije (ovdje je g = 3).
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1 0 O|R
0 1 0|R,
0 0 1R,
H'=|1 1 0|R, < &etvrti redak
0 1 1|R
1 1 1R
1 0 1R,

Ovaj redak je [110]. Dvije lijeve 1 pokazuju da se izlaz iz posljednjega (desnoga) stanja LFSR-
generatora, povratnom vezom, vraca u prva dva stanja’®, kao §to se jasno vidi na slici 4.1.

Q-I-.
(0]
Clock p o] Ci eni
.J"-—tr Q'El“DI
2n
RESET E”i I ; ;

Rx)=1®&xa®x
Slika 4.1: LFSR s praznjenjem (vanjska povratna veza)

Ispitivanjem ovoga kruga moze se takoder objasniti zasto naSa tvrdnja opcenito vrijedi.
Drugacijim iskazivanjem tvrdnje, mozemo napisati:

Zakljucak 4.2 Ako sadrzaj LFSR generira vektor m oblika [a, b, c, ..., x, y], onda je njegov sadrZaj
nakon jo$ jednoga posmika [0, a, b, c, ..., x] + ¥+ Rig+i)

¢)  Neka je Q, matrica dimenzije g x ¢ i sastoji se od redaka matrice M”, od retka R, do retka Rig+1).
Ondaje Ri+1=R; - Q.

Primjer Za matricu H’, matrica Q je:

0 1 0]2.redak
Q=0 0 1|3.redak
1 1 0|4.redak

Uzevsi za primjer peti redak matrice, Hs = [011] 1 mnoZe¢i ga s Q, dobivamo Sesti redak:

[011]-Q=[111],
010
[011]-]0 0 1|=[111]
110

a uzimajudi za primjer Sesti redak matrice, Hs = [111] 1 mnoZe¢i ga s Q, dobivamo sedmi redak:

[111]-Q =[101].

[111] - =[101]

- o O
—_— O =
(=

*% Suprotno izvornoj tvrdnji ("output from the last (right) stage of the generating LFSR is fed back into the first two

stages"), na slici 4.5 (koja NE PRIPADA OVDIE) vidljivo je da ova tvrdnja nije u potpunosti podudarna!
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Valjanost ove znacajke slijedi izravno iz Zakljucka 4.2. To je zapravo ponavljanje iskaza
Zakljucka 4.2, vz napomenu da dva uzastopna sadrzaja stvorena u LFSR predstavljaju dva
uzastopna retka matrice M”.

Spomenuto svojstvo moze se poopciti na nacin koji ¢e nam omoguciti izraziti R;; u smislu R;,
buduéi da je, na temelju ovoga svojstva, Ris = Ri1-Q = [RQJ]-Q = R-Q>. Prema definiciji
umnoska dviju matrica, prvi redak Q? jednak je 0;-Q gdje O; ozna¢ava prvi redak matrice Q.
Dok je O; = R,, a zatim primjenom nasega svojstva, imamo da Q;-Q = R3. Drugim rijeima, prvi
redak Q* je R;. Napominjemo da je sada drugi redak matrice Q redak Rs, a primjenom istoga
postupka kao prije, dobije se da je drugi redak Q? jednak Rs;. Tako smo dokazali sljededi
zakljucak.

Zakljucak 4.3 Neka je P; pod-matrica dimenzije g x g, sastavljena od redaka matrice M’ od retka R; do
retka R(q+j—1). Zatim je Rl"Pj = Ri+j—1 .

Primjer Za matricu H' imamo:

d)

1 1 1|6.redak
Ps=11 0 1|7. redak
1 0 0]|1.redak

Namjerno se uzeo slucaj u kojemu se koristi svojstvo "ponavljanja" (end around) matrice €iji su
retci nastali od LFSR maksimalne periodiénosti, tj., [101], 3to je posljednji redak matrice H'.
Smatra se da nakon njega slijedi [100], §to je prvi redak H'. Nakon toga smo imali, na primjer,
da je R4-Ps = [110]-Ps = [010] = R,. Imajte na umu da prema Zakljucku 4.3, R4P¢ treba biti
jednako Ru+6-1) = Ro. Medutim, obzirom na svojstvo ponavijanja, iza R; slijedi R, iz Cega
proizlazi da je Ry = R;.

Neka je G generator-matrica sustavnoga koda c¢ija je pod-matrica P, matrica pariteta. Ciklicki
pomak u desno za jedno mjesto bilo kojega retka matrice G osim zadnjega, daje kodnu rijec.
Kako bi pokazali zasto gornja tvrdnja vrijedi, zbog jednostavnosti prvo promotrimo (7, 4) kod
(Gija je matrica pariteta H'). Opet promatramo strukturu generator-matrice G' koda.

1 0
1 0
1 1

—_— O
_— = = O
oS o = O
-0 O O

0

S O©oO O =

1 0

P matrica jedini¢na matrica

Retci pod-matrice P, stvaraju se uzastopnim posmikom LFSR, pocetnim stanjem [110], a

prikazuje ih slika 4.2.
.-I K a°
Y 3] nQ =1L end
8 D‘ Dt en
HESETI- CL enO
E > -

Slika 4.2: Generator redaka matrice P

Retci nove matrice G' kodne su rijeci, a odgovaraju informacijskim vektorima koji imaju samo
jedan element vrijednosti 1. Neka je Cj, j-ti redak matrice G', za j = 1, 2, 3, 4. Nacin na koji C;
moze generirati sljedeci redak C;+1), moZe se okarakterizirati ovako: Zaj = 1, 2, 3, C; posmice se
ciklicki za jedno mjesto u desno. Na ovaj nacin, premjesta se 1-element u dijagonali jedinicne

matrice na svoje pravo mjesto u C;+1). Ovaj pomak premjesta 1. rije¢ 3 puta, kao sadrzaj registra,
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zatim ih (prema zakonima linearne algebre) medusobno zbraja s ostalim prikladnim retcima
matrice G, stvarajuci na taj nacin retke pod-matrice P, a time i1 kodne rije¢i matrice G' (vidi sliku

4.3).
rijeci 1. posmik 2. posmik 3. posmik
1. rije¢— 1101000 0110100 | «-2. rije¢
2. rije¢—> 0110100 001 flo10

3.rijeé—> 1110010 1. rijec— | 1101000 [+ 011010
4.rije¢— 1010001 3. rije¢— | 1110010 110 1000 | + <« 1. rijed
(1010010 | «4.rijec

Slika 4.3: Zbroj prikladnih redaka matrice G, stvara retke pod-matrice P

Ako ovaj posmik ne pomakne 1-element iz P dijela od G' u desni dio od G', onda se vektor dobije
pomakom jednak Cij+1y pa se i dalje ne poduzima nikakva akcija. Ako se 1 pomakne u desni dio, tako
da se remeti zahtjev o oblikovanju jedini¢ne matrice u desnome dijelu, ovapﬂ automatski se ponistava
tako da se pomaknutome C;, doda prvi redak (C1). Ovaj opis vrijedi za 2. [011 0100] i 3. [111 0010]
kodnu rijec, a zorno ga prikazuje slika 4.3. Posljednja tvrdnja jasna je promatranjem nacina na koji
LFSR stvara retke pod-matrice P.

Ako ciklicki pomak C; pomice 1 u desni dio G', Sto znaci da su lijeva tri bita C; u obliku (a, b, 1). Oni
¢ine trenutan sadrzaj LFSR stvarajudi retke pod-matrice P. Daljnji posmik premjestit ¢e 1 izvan LFSR,
oblikovanjem novoga sadrzaja (1, a+1, b), a 1 §to se posmikne vani iz LFSR, odbacuje se. Ukupan
ucinak jednak je zbroju C; i ciklickome pomaku C;.

Gornja rasprava moze se poopciti na bilo koji sustavan kod ¢iju matricu pariteta stvara LFSR. Ovo ¢e
zahtijevati da se pripadna generator-matrica sastoji od pod-matrice P u prije prikazanome obliku i
jedini¢ne matrice. Neka je G generator-matrica koda &ija matrica pariteta je M. Svaki redak C -G
(osim posljednjega) stvara sljedeci redak ciklickim pomakom C; u desno za jedno mjesto, a onda se
pomaku C; dodaje prvi redak matrice G ili se niSta ne poduzima (slika 4.3).

Valjanost znacajke d) sada je ocita. Pomak bilo kojega retka matrice G cikli¢ki u desno za jedno
mjesto, osim njenoga zadnjega retka, uvijek daje kodnu rije¢. Ova kodna rije¢ je ili bilo koji redak
matrice G ili zbroj drugoga 1 prvoga retka matrice G. Zbog linearnosti koda, taj zbroj je kodna rijec.

4.2. 4.2. Linearni posmici kodnih rijeci i njihov utjecaj na generator-matricu

Definicija Posmik vektora linearno u desno za k mjesta, znaci prijenos k elemenata desno od vektora
uz pridruzivanje 0 lijevo od .

Primjer Posmik vektora [1011110] linearno u desnu stranu za Cetiri mjesta, daje vektor [0000101].

Tvrdnja 4.1 Neka je C, (n, k) kod ¢ija je matrica pariteta P (definirana u prethodnome odlomku), a G je
generator-matrica od C.

1. Bilo koja kodna rije¢ u C, sastoji se od zbroja pojedinih linearnih posmika u desno prvoga retka
matrice G, gdje posmici nisu veci od k—1 mjesta.

2. Bilo koji vektor duljine n, a koji se sastoji od zbroja nekih linearnih posmika prvoga retka
matrice G u desno (gdje posmici nisu vec¢i od k—1 mjesta), kodna je rije¢ u C.

Prije dokazivanja Tvrdnje 4.1, ovo ¢e se objasnit primjerom sustavnoga (7, 4) koda.

421. 4.2.1. SUSTAVAN KOD

Matrica pariteta H' sustavnoga Hammingovoga (7, 4) koda dana je kao:

H = {I"l;k} = G=[P|I;] = H=[L4P] “.1)
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1 0 0]R,
0 1 0|R, |
vi[t 1 0i1 0 0 0 .
0 0 1|R, | 1001 011
,o | v,/0 1 10 1 00 |
H'=|1 1 0|R, =G= | —H={0 1 0i1 110
vi|l 1 1:0 0 1 0 |
0 1 1|R, | 00 1:0 111
vl 0 1:0 0 0 1
1 1 1|R |
1 0 1R,

Prvi dio ove Tvrdnje navodi da se bilo koja kodna rije¢ sastoji od zbroja nekih od sljedecih vektora:
vi =[1101000], v, =[0110100], v =[0011010], v4 =[0001101] iz pripadne generator-matrice G (vidi
gore-desno).

Ovo se moze provjeriti analizom kodnih rije¢i navedenih u prethodnome poglavlju. Drugi dio Tvrdnje

iskazuje da bilo koji vektor duljine 7, Sto se sastoji od zbroja bilo kojih slozaja Cetiriju vektora

generator-matrice G = [vy, V2, V3, v4]", kodna je rije¢ nasega koda. Takvih slozaja zbrojeva ima: (vi, v»,

V3, Vg, Vl@Vz, V1@V3, V1@V4, V2@V3, V2@V4, V3@V4, V1@V2@V3, V1@V2@V4, V1@V3@V4, V2@V3@V4,
K =

I (2] = (P =arorarimns

Kodna rije¢ "sve 0" dobije se kao zbroj 7 kodnih rije¢i dobivenih iz informacijskih vektora koji
zapocinju brojem "0". Kodna rije¢ "sve 1" dobije se kao zbroj 7 kodnih rije¢i dobivenih iz
informacijskih vektora koji zapoc€inju brojem "1". Te zbrojeve prikazuje donja tablica.

n!

Hn—r)

n
r

n
n—r

infl:-r;naagﬁisEidnv Elctor

y y ,
1 | | 1010001 | 9 |w | 1101000 T :
2 [va [1970010 | 10 0111001 W @ vift 1.0:1.0 00
3 0100011 | 11 0011010 ooV 01 1:01 0 0
4 |z | 0110100 | 12 1001011 | cikfud] [ vi/[1 1 1:0 0 1 0
5 1100101 | 13 1011100 pOpipZa bo d !
6 1000110 | 14 0001101 P u110100 vyl 0 1:0 0 0 1
7 0010111 | 15 0101110 | Clearplj——
8 | @ | 0000000 | 16 | @ | 1111111

pp pa b o 4

Isti rezultati dobiju se matematicki navedenim zbrojevima sloZaja Cetiriju vektora generator-matrice G
(vidi donju tablicu). Osim toga, vektor "sve 1" dobije se takoder i kao zbroj svih Cetiriju vektora
generator-matrice G (vi®@v,Dv;Dvy).

v; [ 1101000 | v, | 1101000 | v; [ 1101000 | v; [ 1101000 | v; | 1101000 | v; [ 1101000 | v, | 1101000

v, [0110100 | v, | 1110010 | v, | 1010001 | v, | 0110100 | v, [ 0110100 | v5 | 1110010 | v» [ 0110100

v3 | 1110010 | v4 | 1010001 | v4 | 1010001 | v5 | 1110010

v4 [ 1010001

| @] 1011100 | ® | 0011010 | @ [ 0111001 | @ | 0101110 | @ [ 0001101 | @ | 1001011 | @ | 1111111
v2 [ 0110100 | v, | 0110100 | v3 | 1110010 | v, [ 0110100
v3 [ 1110010 | v4 | 1010001 | v4 | 1010001 | v5 [ 1110010
v4 | 1010001
| @[ 1000110 | @ | 1100101 | @ | 0100011 | @ [ 0010111

Svojstva kodnih rije¢i nesustavnoga Hammingovoga (7, 4) koda za istu paritetnu matricu, analiziraju
se u Laboratorijskoj vjezbi 8.
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Slika%202.1.circ

11, Medusobni zbrojevi dvaju od Cetiriju vektora generator-matrice G daju jedan od
postojecih vektora

//#include <conio.h> // getch{();

Zadana su 4 vektora generator-matrice G. Medusobno ih zbrojiti prema gornjoj
formuli i provijeriti daju 1i svaki put jedan od vektora koji se zbrajaju.

C:\windows\system32\cmd.exe

Dokaz Tvrdnje 4.1 Dokaz je prilicno dug. Odlucili smo ga cCitavoga ukljuciti, jer predstavlja neka

1. korak: Suodnos cikli¢kih pomaka i linearnih posmika redaka matrice G.

Kod C je sustavan (Zakljucak 4.1). Onda generator-matrica G ima jedini¢nu matricu na svojoj desnoj
strani (kao §to se prikazalo u gornjemu primjeru), $to znaci da svi retci G, osim posljednjega, imaju 0
kao svoj desni element. Samo je u desnome stupcu, u zadnjemu retku jedinicne matrice, 1-element). 1z
toga slijedi da ciklicki pomak u desno za jedno mjesto bilo kojega retka u G osim posljednjega, daje
isti rezultat kao /inearan posmik za jedno mjesto u desno. U ciklickome pomaku 0 u desno, ona se
pomice na lijevu stranu. U linearnome posmiku ova 0 odbacuje se, a nova 0 stvara se na lijevoj strani,
Sto daje isti rezultat.

2. korak: Izrazavanje redaka G u smislu linearnih posmika prvoga retka.

U raspravi koja potvrduje svojstvo d) navedeno je da se svaki redak G, osim prvoga, generira ciklickim
pomakom prethodnoga retka za jedno mjesto u desno. U slucaju ako se 1 posmice iz P dijela matrice u
dio jedini¢ne matrice G, (ponekada) se zbrajaju prvi redak i vektor dobiven tim posmikom (vidi sliku
4.3). Iz rezultata navedenoga u 1. koraku slijedi da ovdje mozemo rije¢ "cikli¢ki" zamijeniti rijecju
"linearno".

Budu¢i da se svaki redak, od drugoga pa nadalje, stvara posmikom prethodnoga retka linearno za
jedno mjesto u desno, a ponekad i1 zbrojem prvoga retka i ovoga rezultata, slijedi da se bilo koji redak
1z G, sastoji od zbroja nekih linearnih posmika prvoga retka u desno, gdje posmici nisu vec¢i od A1
mjesta. Ovo svojstvo svakako vrijedi 1 za prvi redak. Ono takoder vrijedi 1 za drugi redak, obzirom na
upravo navedeno svojstvo. Trec¢i redak dobije se posmikom drugoga retka, a zatim mozda i zbrojem
vektora dobivenoga posmikom prvoga retka. Ovaj redak mozZe se izraziti u smislu zbroja posmika
prvoga retka. Isto sada vrijedi 1 za sljede¢i redak, itd.

3: korak Razmatranje opce kodne rijeci.

Bilo koja kodna rije¢ nekoga koda sastoji se od zbroja pojedinih redaka G. Budu¢i da se svaki takav
redak sastoji od zbroja pojedinih linearnih posmika prvoga retka u desno, gdje posmici nisu veci od k-
1 mjesta, slijedi da se bilo koja kodna rije¢ takoder sastoji od zbroja pojedinih linearnih posmika
prvoga retka u desno, gdje posmici nisu vec¢i od k—1 mjesta. Time je dovrSen dokaz 1. dijela Tvrdnje
4.1.

4: korak Dokaz 2. dijela Tvrdnje 4.1.

Drugi dio Tvrdnje 4.1 navodi da je bilo koji vektor duljine n kodna rije¢ u C, ako se sastoji od zbroja
pojedinih linearnih posmika u desno prvoga retka od G (za ne vise od i—1 mjesta).

Neki (n, k) kod ima 2* razli¢itih kodnih rije¢i. Ovo je broj mogucih informacijskih vektora, a svaki je
duljine k. Budu¢i da svaki informacijski vektor oblikuje razli¢ite kodne rije¢, to je ujedno i broj kodnih
rije¢i. Budu¢i da se dokazao prvi dio Tvrdnje 4.1, bilo koja od ovih 2* kodnih rijeci ima svojstvo da se
sastoji od zbroja nekih linearnih posmika prvoga retka generator-matrice G u desno, gdje posmici nisu
veci od k—1 mjesta. Pitanje je, postoje li (ili ne postoje) drugi vektori duljine » koji imaju isto svojstvo,
a nisu kodne rije¢i u C.

Odgovor je ne, jer nema vise od 2% vektora koji zadovoljavaju ovo svojstvo. To je zato, jer je broj
mogucih linearnih posmika vektora, gdje posmici nisu veci od k—1 mjesta, upravo k. Postoji, dakle, ne
vide od 2* vektora duljine n koji se mogu izraziti kao zbroj nekih od tih posmika. Postoje 2* razlicita
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nacina zbrajanja k vektora, izvan skupa od k vektora. Svi ovi vektori, dakle, kodne su rije¢i u C. Time
je dovrsen dokaz Tvrdnje 4.1. 1z Tvrdnje 4.1 formulirali smo sljede¢u Tvrdnju:

Tvrdnja 4.2 Neka je C (n, k) linearan sustavan kod. Neka Ci oznacava kodnu rije¢ kojoj odgovara
informacijski vektor [1000 ... 0]. Kod C moze se poop¢iti pomoc¢u LFSR, ako su svi k1 linearni desni
pomaci Ci, takoder kodne rije¢i koda. LFSR koji generira kod definira se kao krug na kojemu se
temelji kodiranje 1 dekodiranje u obliku prikazanome na slikama 3.2 1 3.3.

Uz pretpostavku da u nasemu sustavnomu kodu, informacijski vektor oblikuje desni dio odgovarajuce
kodne rijeci, valjanost Tvrdnje 4.2 ne objasnjava nista osim da je Ci kodna rije¢ koja ima A&—1 nula na
svojoj desnoj strani, jer odgovara informacijskomu vektoru [1000 ... 0]. Prema definiciji, onda Ci
oblikuje prvi redak matrice koja stvara kod.

Ostatak dokaza Tvrdnje 4.2 ostaje kao vjezba pa je kodu C svojstvena Cinjenica da njegovu paritetnu
matricu M generira LFSR.

4.3. 4.3. Svojstva kodnih rije¢i maksimalne duljine

43.1. 4.3.1. SVOJSTVA PARITETNE MATRICE | GENERATOR-MATRICE KODNIH RIJECI
MAKSIMALNE DULJINE

Oznake: {H} oznaCava skup svih matrica ¢iji su retci nastali posmikom bitova u LFSR, gdje je pocetno
stanje LFSR jednako [1000 ... 0] i zaustavlja se korak prije nego Sto se vrati u to poc¢etno stanje Dakle,
broj redaka matrice koja pripada skupu matrica {H} je Pu. Ako zadnji redak bilo koje matrice u skupu
{H} oblikuje njezin sadrzaj pomoc¢u LFSR, a LFSR se posmice jo$ jednom, njegov sadrzaj bit ¢e opet
[1000 ... 0].

{C} oznacava skup svih kodova koji imaju matricu pariteta u skupu {H}. Duljina kodne rijeci u kodu
Sto pripada {C}, onda je vrijednost Pu odgovarajuega LFSR. Takve kodne rije¢i definirane su kao
kodne rijeci najveée duljine.

Dakako, znacajke od a) do d) navedene u poglavlju 4.1 takoder vrijede za bilo koju matricu koja
pripada skupu {H}. Zakljuc¢ak 4.1 znaci da je sustavan svaki kod koji pripada skupu {C}. Sljedece
tvrdnje odnose se samo na matrice koje pripadaju skupu {H}:

e) Neka R, oznatava zadnji redak matrice M” koja pripada skupu {H}. Cikli¢ki pomak R, za jedno
mjesto u desno daje R+). To se vidi ponovnim promatranjem matrice H' (koja pripada skupu
{H}). Njezin R, je [101]. Ciklicki pomak za jedno mjesto u desno daje [110], a to je njezin redak
R(g+1). Dokazujemo da ova tvrdnja vrijedi za bilo koju matricu M’ u {H}. Imajte na umu da ako
R, predstavlja sadrzaj LFSR-generatora, onda je nakon jo$ jednoga posmika, njegov sadrzaj
jednak [1000 ... 0]. Ovo se temelji na definiciji {H}.

Jedinica lijevo od ovoga novoga sadrzaja moze biti na prvome mjestu - lijevo, samo ako je
prethodan sadrzaj R, imao 1 desno (ova 1 zatim se prebacuje lijevo) pa je onda R, struktura [a, b,
¢, ..., x, 1]. Na temelju zakljucka 4.2 imamo da je [1000...0] = [0, a, b, c, ..., x] + R+. 1z toga
slijedi da je R+ = [0, a, b, c, ..., x] ®[1000 ... 0] =[1, a, b, c, ..., x]. Buduéi se izraz [1, a, b, c,
..., X] odnosi na ciklicki pomak R, za jedno mjesto u desno, opéenito smo dokazali nasu tvrdnju.

f)  Neka je matrica H' (pripada skupu {H}), matrica pariteta koda. Ovaj kod pripada {C} i sustavan
je obzirom na Zakljucak 4.1. Neka je G, generator-matrica toga koda. Zatim ciklicki pomak
zadnjega retka u G za jedno mjesto u desno, daje prvi redak u G. Prije nego Sto se dokaze ovo
svojstvo, prikazimo ga za kod ¢ija matrica pariteta je H'. Njegova generator-matrica je:

1101000 1
0110100

G'= G-
1110010
1010001 1

| P matrica  jedini¢na matrica
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Pomakom zadnjega retka G' ciklicki za jedno mjesto u desno daje njezin prvi redak. Za
razumjeti zasto je to uglavnom to¢no, opet imajte na umu sljede¢u osnovnu strukturu generator-
matrice G:

KoriStenjem prethodno uvedenih oznaka R, 1 R+1), znamo da se matrica P sastoji od redaka paritetne
matrica H’, od R4+1ydo R,. 1z odnosa R, +1y 1 R,, dokazana je prethodna tvrdnja pa onda imamo:

labe...x labe...x |:[100...0

i zbog toga slijedi: G =

abc...xl abc...x1|:1000...1

Promatraju¢i posljednji oblik G, sada je jasno zaSto ciklicki pomak njegovoga posljednjega retka za
jedno mjesto u desno, daje njegov prvi redak.

4.3.2. 4.3.2. CIKLICKI POMACI KODNIH RIJECI MAKSIMALNE DULJINE

Definicija Kod je ciklicki, ako su vektori, dobiveni bilo kakvim ciklickim pomakom bilo koje od
njegovih kodnih rijeci, takoder kodne rije¢i. Hammingov (7, 4) kod, ¢ija H matrica je

1001011
H=|0 1 0:1 1 1 0
00 1:0 1 11

je ciklicki, kao Sto se jasno vidi iz slijedecega popisa njegovih kodnih rijeci (radi se o dvije kodne
rijeci: [1101000] i [1110010], koje ciklickim pomakom stvaraju sve ostale kodne rije¢i (16 kodnih
rijeci). Njihov popis i sastav prikazuje sljedeca tablica (poredana na 2 razlicita na¢ina):

00000 MO0
[0100011] | [1010001] | [1110010] 10 01011 0 1 000
[1000110] [0110100] [1100101] 01 0 0 011/10 0 1 011
[0111001] | [0010111] | [1101000] | — [01 1 0 100[10 1 1 100
[1011100] | [0011010] | [1001011] ](1) 8 8 1% 83 8 1 1(1)(1)
[1111111] | [0001101] | [0101110] 00T o T TR

Ciklickim pomacima dvaju uzoraka: [1101000] i1 [1110010] tvore se kodne rijeCi (ne vrijedi za

NEsustavan kod).

0880000 | 0010111 polpilal|p|blc|d polpilal|p|blerd]
0100011 [ 0841010 1]1]o[1]o]o0]o0 11118 T0]1]o0
1000110 | 0001101 &0 [ 1 [1] 0 [1]0]0]| & 111 o001
0111001 [ 1110010 | S [0 e~1 |1 o1 er= (1|0 1] 1 [1]0]0
1011100 | 1100101 | < [0 [ o Jo [ >0 1| S o |1 |o[1[1]1]0
1111111 [ 1101000 | & | 1 [ e—0 |0 [1[1Teods [0 [0 [1][0[1]1][1
1010001 | 1001011 &[0 [ 1 [o[0 |o[1]|1] § 0l1]0]1]1
0110100 | 0467710 1]o0[1]o0]o]o]1 11 [0te]1]0]1
_— o|lolofofofo]o BEREIERER R =

Ocito je da uzorci: [1101000] i [1110010], ciklickim pomacima tvore cjelovit kod (za sustavan kod).

1/1]0[1/0{0]0]| 1101000 1(1]1]0|0]|1]0 1110010
SloJ1[1]o[1]o]o]0110100 | = [0[1[1]1]0]0][1 0111001
S|ojo|1[1][o|1]o00011010| 2 [1]0|1[1]1]|0]|0 [1011100
~lolofol1]1]o]1]0o001101] 5 [o]1]o[1]1]1]0 [0101110
s |1]/0]/ofof[1|1]0[1000110| S |o|o|1]0]1]|1]1 | 0010111
S{o]1]ofofo[1]1]0100011| R [1]o[0]|1]0]1]1][1001011

1/o0]1]0|0]0]1]1010001 1[1]0]0|1]0]1][1100101
@|1[1|1]|1[1]1]1|1111111 | @|0|0|0]|0]|0|0]0 |0000000
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Hammingov%20(7,%204)%20kod.circ

Uocite da se kodne rijeci [0000000] i [1111111] dobiju zbrajajuci sve stupce kodnih rije¢i dobivenih
odgovaraju¢im ciklickim pomacima, uzoraka [1101000] odnosno [1110010].

[

zadovoljena, radi se 0 Hammingovome kodu.
Za provjeru npr. (6, 3) koda imamo:

m=n—k=7-4=3
k=2"—-m—-1=2-3-1=4%3
n=2"-1=22-1=7%6

Kod nije Hammingov pa treba odrediti
njegove parametre: G, H, H’ y e

00 0|0 000 )
170 110 o001 | Napomena:
81 (1) 8 81(1) Hammingovome kodu svojstvena je relacija:
_ m_ m_ _ 0
00 600 11 0 1 o000 [of 1lo oo (vP=(2-1.2-1om). Akojeona
|

0 110|100 1 011]011 0 100] 101 1 100
0 011|010 1 110|111 0 010|001 1 010
0 111|001 1 010|101 0 001|011 1 001
0 101|110 1 000|100 O 110|001 1 010
0 100|011 1 001|010 O 011]100 1 011
0 010|111 1 111|001 0 111|111 1 111
0 001|101 1 100|110 0 101|000 1 101
0 000|000 1 101|000 O 000|110 1 000
.. ) ahrod
Koder koji ih generira je: Inormaciispektor
1 ulaz izlaz ulaz izlaz

all 1.0 1 0 0 O 1}1 0000 | 0000000 | 1000 | 1101000
Blo 1101 0 0 '1__]_1:._ 0001 | 1010001 | 1001 | 0111001
G= L 0010 | 1110010 | 1010 | 0011010
c/1 1. 1.0 010 0011 | 0100011 | 1011 | 1001011
A1 01 00 01 §E§7 _j9§:7 (Eéj 0100 | 0110100 | 1100 | 1011100
0101 | 1100101 | 1101 | 0001101
po=a®c®d, —1 0110 | 1000110 | 1110 | 0101110
p1=a®@bdec, 0111 | 0010111 | 1111 | 1111111

pzzb@c@d. r_p

Slika 4.4: Stvaranje kodnih rijeci iz informacijskih vektora (Tablica 2.2)°°

Provjera pripadnosti generiranih kodnih rije¢i Hammingovome (7, 4) kodu:

Gornje iste kodne rije€i drugacije rasporedene

Tablica 2.2 Tablica 2.2 Tablica 2.1 (7, 4) kod
0000 | 000 | 1110 | 000 | 000 | 0000 | 000 | 1111 | 0000 000 | 1000 | 110
1101 | 001 | 0011 | 001 | 001 | 0110 | 001 | 1001 | 0001 101 | 1001 | 011
0101 [ 010 | 1011 | 010 | 010 | 0101 | 010 | 1010 | 001Q 111 | 1010 | 001
1000 | 011 | 0110 | 011 | 011 | 0011 | 011 | 1100 | 0011 010 | 1011|100
1001 | 100 | 0111 | 100 | 100 | 0011 | 100 | 1100 | 0100 011 | 1100 | 101
0100 | 101 | 1010 | 101 | 101 | 0101 | 101 | 1010 | 0101 110 | 1101 | 000
1100 | 110 | 0010 | 110 | 110 | 0110 | 110 | 1001 | 0110 100 | 1110|010
0001 | 111 ] 1111 | 111 [ 111 [ 0000 | 111 | 1111 | 0111001 | 1111 | 111

Tvrdnja 4.3 Bilo koji kod $to pripada skupu {C} je cikli¢ki. Drugim rije¢ima: bilo koji kod $to ga
stvori LFSR ¢ija je duljina kodne rijeci Pu, je ciklicki.

> Napraviti vjezbu!
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Ova Tvrdnja objasnjava zaSto se kodovi, S§to pripadaju skupu {C}, zovu cikli¢ki kodovi. Prije
dokazivanja teze trebamo malo vise razrade. Koncept ciklickih kodova obi¢no se odnosi na bilo koji
kod $to ga generira LFSR, bez obzira na duljinu kodne rije¢i. Medutim, treba objasniti da kodne rijeci
takvih kodova nemaju nuzno ciklicko svojstvo osim ako duljina kodne rijeci nije Pu.

Dokaz Tvrdnje 4.3 Kao $to smo naveli, bilo koji kod S§to pripada skupu {C}, je sustavan. Neka G
oznaCava generator-matricu naSega koda. Ova matrica ima gornja svojstva d) i f). Prema d), cikli¢ki
pomak bilo kojega retka G osim posljednjega, za jedno mjesto u desno, daje kodnu rije¢. Prema f),
ciklicki pomak zadnjega retka od G za jedno mjesto u desno daje prvi redak, a to ve¢ znamo da je
kodna rijec. Zakljucak: Ciklicki pomak bilo kojega retka u G za jedno mjesto u desno daje kodnu rijec.

Svaka kodna rije¢ ¢ naSega koda, sastoji se od zbroja pojedinih redaka G. Mnozenjem informacijskoga
vektora u matricom G, daje kodnu rije¢ podudarnu s u, gdje takva mnozenja znace zbrajanje nekih
redaka od G. Cikli¢ki pomak ¢ za jedno mjesto u desno, moze se smatrati pomakom svih redaka G ¢iji
zbroj daje c¢. Obzirom na ono §to je ve¢ iskazano, svaki takav pomak redaka matrice G daje kodnu
rije¢. Zbroj ovih kodnih rijeci, a to nije nista drugo nego pomak za ¢, takoder je kodna rijec.

Dokazali smo da ciklicki pomak bilo koje kodne rije¢ nasega koda za jedno mjesto u desno, daje
kodnu rije¢. To dokazuje da pomak kodne rije€ za bilo koliki broj mjesta takoder daje kodnu rijec. Ako
jedan pomak u desno daje kodnu rije¢, primjenjuju¢i jedan pomak uzastopno nekoliko puta takoder ¢e
dati kodne rijeci, jer je svaki rezultat u tome lancu kodna rije¢. Tvrdnja 4.3 time je dokazana.

4.4. 4.4. Koder i dekoder koda koji zadovoljava jednadzbe pariteta nekoliko neovisnih
kodova

441. 4.4.1.PROBLEM

Slika 4.5 prikazuje sklop Sto se sastoji od dvaju LFSR, obiljezenih kao R1 i R2, a pune se preko
zajednickoga ulaza.

Cri=nil

Clock
oF T f i
@ —1 =i
L = -
’1n11n1n1 D— mqu—mEn Rx)=x"®x' ®x’
|— 11001001 I'J (Dl=nd
: I
L —
ERESEI’ Q"
I_ ‘.'L O 0l=n0
R2 b -
3 q—_)D_ o [ =t Rx)=1®x' ®x*

) D mc!

Slika 4.5: Paralelno povezivanje dvaju LFSR

Postoji kod C ¢ije kodne rijeci imaju svojstvo da nakon pomaka u krug na slici 4.5, oba registra (i R1 i
R2) imaju sadrzaj "sve 0". Ovaj kod moze se stvoriti jednim LFSR. Jednostavan nacin koji prikazuje
da takav LFSR postoji, jest primjena Tvrdnje 4.2. Zatim se bavimo prikljuckom (IN) izmedu toga
LFSR $§to generira kod i registara R1, R2.

4.4.2. 4.4.2. ODREDIVANJE DULJINE LFSR ZA GENERIRANJE KODA

Duljina LFSR, koji stvara kod, jednaka je broju jednadzbi pariteta $to ih kodna rije¢ mora zadovoljiti.
Budu¢i da se kodne rijeci nasega koda C posmicu i u R1 i u R2 (slika 4.5) dobiju se sindromi "sve 0"
pa slijedi da kodne rije¢i u C moraju zadovoljiti dva neovisna skupa paritetnih jednadzbi. To su tri
jednadzbe Sto ih odreduje kod ¢iji dekoder je samo R1 i cCetiri jednadzbe $to ih odreduje kod ¢iji
dekoder je samo R2.

Onda iz C mozemo izgraditi kodne rije¢i zadovoljenjem sedam nezavisnih paritetnih jednadzbi. Ne
mora postojati bas tocno sedam jednadzbi, ponekad ih je i manje sasvim dovoljno. To ¢e se dogoditi
ako dva skupa jednadzbi, $to ih uvjetuju dva neovisna koda, imaju neke zajednicke jednadzbe.
Medutim, sedam jednadzbi je sigurno dovoljno za predstaviti ograniCenja pariteta oba koda pa se
sljedec¢a rasprava temelji na tome broju. Imajte na umu da (n, k) vrijednosti od C nisu odredene u
ovome stanju. Samo smo utvrdili da je n—k =7.
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44.3. 4.4.3. TRAZENJE VEKTORA ClJI ELEMENTI PREDSTAVLJAJU POVRATNE VEZE
ZAHTIJEVANOGA LFSR

Ve¢ smo spomenuli da su povratne veze u LFSR koje stvaraju (n, k) sustavan kod, oznacene bitovima
u (g+1)-ome retku matrice pariteta koda, gdje je ¢ = n — k. Ti isti bitovi predstavljaju prvih ¢ bitova u
prvome retku generator-matrice koda.

Razjasnimo ponovno ovo, promatranjem prvoga retka matrice koja stvara popularan (7, 4) kod koji se
koristi u ovome tekstu, a &ija matrica pariteta je H'.

Ovaj redak je [1101000]. Prva tri bita su [110], koja naznacuju da povratna veza iz desnoga stanja
LFSR koji generira kod, puni dva stanja lijevo, kako prikazuje slika 4.6.

_L]D 0 x| o |2

1 D Q D

o . ep 0 e 0
1+ 1

1
00

Slika 4.6 Povratna veza iz desnoga stanja LFSR, puni dva stanja lijevo (ponovljena slika 3.4)

Prvi redak generator-matrice koda, ¢ija kodna rije¢ Ci, odgovara informacijskome vektoru [1000 ... 0],
a svojstveno mu je da ima k-1 nula na svojoj desnoj strani (tj., ne-nulti elementi Ci izdvojeni su na g+1
mjesta lijevo). Vazno je napomenuti da je (¢g+1) bit u tome nizu sigurno 1, jer je to l-element
informacijskoga vektora. Takoder, u svim prakti¢nim slu¢ajevima, prvi bit u ovome retku je 1.

Jedan od nacina objaSnjenja ove Cinjenice je pomoc¢u opazanja da 1 na prvome mjestu, pokazuje kako
se povratna veza puni u prvome stupnju LFSR koji generira kod. Ovo mora vrijediti, jer u protivnome,
mogli bismo odbaciti prvo stanje bez utjecaja na ponasanje kruga. Iz toga slijedi, da bi pronasli LFSR
koji stvara nas kod C (za kojega smo odlucili da je ¢ = 7), dovoljno je pronaci ne-nulti vektor duzine 8,
tako da nakon $to ga se posmikne u R1 i R2 na slici 4.5, oba registra dovede u sadrzaj "sve 0".

Nadalje, detaljnije ¢emo razmotriti svojstva ovoga vektora. Punjenje vektora v; = [1101000] u R1 daje
[000], kao njegov konacan sadrZaj.

Ovo se moze objasniti na dva nacina.

1.  Vektor [1101000] je kodna rije¢ Ci koda kojega stvara R1, a dodatne 0 desno, sadrzane u vi, ne
¢ine nikakvu razliku.
1

ECInck
a
l_ 11o1oo00] | 15D‘&
oLl =X T [

'_l-r
EHESEI’ I A I

Slika 4.7: Ponovljena slika 4.5 za R1 (R(x)=1® x ® x°)

o

2. Provjerom, posmik [1101000] u R1 daje [000], jer 1 na desnoj strani napusta registar i ulazi u
XOR vrata upravo kada se dvije 1 unose na ostala ulazna vrata. Stoga se medusobno ponisStavaju.
Isto vrijedi i za registar R2.
1

Clock
Oy
afF—t a
11DD1DDDJD‘#, 1 4
ST ETEE Rz T r [

l“-s
HESEF L L L L
Slika 4.8: Ponovljena slika 4.5 za R2 [R(x) =1 ® x ® x']
Zbog dosadasnjih viSestrukih objaSnjenja, znamo da se vektor za punjenje sastoji od zbroja desnih
linearnih posmika v; u R1, gdje posmik nije veci od Cetiri mjesta, takoder daje sadrzaj [000]. Sli¢no
tome, ulaz v, = [11001000] u R2 daje [0000], kao njegov konaCan sadrzaj. Isto vrijedi 1 za vektor koji
se sastoji od zbroja desnih linearnih posmika v,, gdje posmici nisu veéi od tri mjesta.

o
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Slika 4.9: Posmik vektora koji se sastoji od zbroja desnih linearnih posmika v,

Sada promatramo vektor v3 koji se istodobno sastoji od zbroja linearnih posmika v, 1 v, (gdje posmici
nisu veci od Cetiri odnosno tri mjesta). Onda je vs vektor duzine 8, a ima svojstvo da, ako ga se
istovremeno posmikne u R1 i R2, oba registra nakon 8 posmika dolaze u stanje "sve 0". Vektor vs je
stoga vektor kojega smo trazili, a on naznacuje povratne veze ([11001]) LFSR-generatora nasega koda
C. Dokaz je u sljede¢em poglavlju 4.4.4.

444. 4.4.4. ODREDIVANJE VEKTORAYV;

Tvrdnja 4.4
ciklicki pomaci>>>—>=.
1 101 0000
01101000
v3=[11001]-{0 O 1 1 O 1 O O|=[10110101]
0001 1010
00 00 1 1 0 1
Dokaz Razmotrite sljedece jednadzbe:
la b ¢ d 0 0 0 O]
00 a b ¢c d 0 0 0
a=[wwxyz]- |0 0 a b ¢ d 0 0=
0 0 0 a c d 0
00 0 0 a b ¢ d]

[va + vb+wa +vetwbtxa | Pt va’+wc+xb+ya + wa’+xc+yb+za + xd+yc+zb + yd+zc +zd] =

= a+vb+vc+vd + wa+wb+wc+wd +xa+xb+xc+xd + ya+yb+yc+yd +za+zb+zc+zd]

vV o w X y z 0 0 O

b = [abed] 0O vwx y z 00 _
0 0 vwuxy z 0
0 0 0 v wx y z

[av + aw+bv + ax+bw+cv + ay+bx+cw+dv + az+by+cx+dw + bz+cy+dx + cz+dy +dz] =
[av+aw+ax+ay+az Pt bv+bw+bx+by+bz Pt cv+cw+cx+cy+cz Pt dv+dw+dx+dy+dz]

JednadZzbe znace da | Je mnozenje vektora a matrlcom, ¢iji se retci sastoje od linearnih pomaka vektora
b, jednako mnozenju vektora b matricom ¢iji se retci sastoje od linearnih pomaka vektora a. Da bismo
vidjeli zasto jednadZzba vrijedi, mnoZzimo na svakoj strani i provjeravamo dobije li se kao rezultat, isti
vektor. Elementi ovoga vektora su av, bv © aw, cv @ bw @ ax, itd. Mozemo napisati da je:

11010000
110071000
01101000
011007100
[11001]-{0 0 1 1 0 1 0 0|=[1101]- —[10110101]
00110010
00011010
00011001
0000T1T1O0°1
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Retci dviju matrica u gornjoj jednadzbi sastoje se od linearnih posmika v; i1 v,. Prema lijevoj strani
jednadzbe, rezultat mnozenja sastoji se od zbroja pojedinih linearnih posmika v;.

Prema desnoj strani jednadzbe, isti rezultat sastoji se od zbroja pojedinih linearnih posmika v,. Ovaj
rezultat, a to je vektor [10110101], sastoji se od zbroja pojedinih linearnih posmika vektora v; i v,, a to
je upravo definicija v;. Time je dovrSen dokaz Tvrdnje 4.4, a slika 4.10 prakti¢no dokazuje tvrdnju.

Clock .
i ST THH
=R P P
m)ps:
RESET |.> 1011010 : A1 r r
|IJ-|= i § i nl

DI

R2 1
+ » »

Slika 4.10: Dokaz Tvrdnje 4.4

4.45. 4.4.5.1ZGRADNJA LFSR KOJI ODGOVARA VEKTORU V;

LFSR pri stvaranju naSega koda C, proizvodi vektor v; = [1&x*@x’®x’®x'] = [10110101], Njegovih
prvih sedam bitova naznacuju povratne veze registra, kao Sto prikazuje slika 4.11.

] STH
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a) Posmicni registar, Cija se stanja podudaraju s prvih sedam bitova vektora vs;.
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b) Koder koda C.
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¢) Generator sindroma koda C
Slika 4.11: Vektor R(x) =1 ® x> ® x> ® x’ ® x’ = [10110101] naznacuje povratne veze registra

Prvih sedam bitova vs3 napisano je redom ispod odgovarajuc¢ih sedam stupnjeva LFSR na slici 4.11.a.
Stanje je, ili izravno (samo za prvo stanje-lijevo), ili preko XOR vrata, spojeno na povratnu vezu onda
1 samo onda ako ispod njega pise 1. Slike 4.11.b 1 4.11c prikazuju kako se ovaj registar upotrebljava u
krugovima kodiranja (slika 4.11.b) 1 dekodiranja (sindrom) koda C (slika 4.11.c). Sada poopcujemo
postupak trazenja LFSR ¢ija je funkcija jednaka dvjema LFSR spojenima paralelno (na nacin da je
LFSR iz slike 4.11 jednak onome na slici 4.5). Jedan krug takvoga oblika prikazuje slika 4.12.

ooooooon
ULAL DE

ULAZ

J
i )%ununnnnu
D—> nnnnnuuu-l

Slika 4.12: Opcenit slucaj dvaju LFSR spojenih paralelno i jednakost paralelnoga spoja
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Cilj je prona¢i LFSR koji zamjenjuje dva registra na slici 4.5. Povratne veze naSega LFSR, pronaci
¢emo mnoZenjem vektora v matricom M’, gdje v predstavlja povratne veze jednoga registra i retke
matrice M” koja se sastoji od linearnih posmika vektora koji predstavljaju povratne veze drugoga
registra. To se ponovno objasnjava promatranjem odredenoga mnozenja vektora i matrice kao $to se
iskazalo Tvrdnjom 4.4.

Glavno pitanje koje treba postaviti je: Postoji li neki drugi LFSR ¢ija funkcija sli¢i dvjema navedenim
paralelno spojenim vezama, osim one pronadene naSim posebnim postupkom, u kojemu duljina

takvoga LFSR ne prelazi iznos duzine pojedinoga registara? Odgovor je, u mnogim slucajevima, da.
Ovo nije slucaj za poseban spoj na slici 4.5. Takav slucaj proucava se u sljede¢em poglavlju.
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9. Laboratorijska vjezba 8: Rekurzija i stvaranje kodnih rijeci ciklickim pomacima
Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”
lijeva 1 desna ciklicka rotacija (a <<< b, a >>> b).
Figure 7 _10.circ, Slika 4.17.circ
Rekurzija.doc, Rekurz.doc

C++ programi za stvaranje ciklickih pomaka (>>>, <<<):

Rotacija bitova (bit rotation) rotacija ili kruzni pomak (circular shift) pomak je slican posmiku osim
Sto bitovi koji izlaze na jednome kraju pojavljuju se na drugome kraju.

Rekurzijska relacija

Definicija Kod je ciklicki, ako su vektori, dobiveni bilo kakvim ciklickim pomakom bilo koje od
njegovih kodnih rijeci, takoder kodne rijeci.

Primjer Ciklicki pomak vektora [1011110] u desno za Cetiri mjesta, daje vektor [1110101]. Opcenito
mozemo definirati i lijevi cikli¢ki pomak istoga vektora duljine n» = 7 u desno za i mjesta, a on je
jednak ciklickome pomaku u lijevo za n—i = 3 mjesta. (vidi donji program.)
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4.5. 4.5. Nizovi maksimalne duljine

r4.5.1. UVOD

Uvodna napomena U ovome dijelu prikazana je teorija o nizovima maksimalne duljine 1 nije izravno
povezana teorijom o kodovima za ispravak pogreSaka. Temelji se na do sada obradenim razmatranjima
te je ukljucena u tekst iz dvaju razloga:

a)  moze posluziti kao zgodan alat za podrobnije istrazivanje predstavljenoga materijala,

b)  posluzuje mnoge aplikacije u rasponu od tehnike rasprsenoga spektra i generiranja slucajnih
brojeva do teorije kodiranja 1 kriptografije.

Ova materija zasluzuje svoju vlastitu skriptu, a ovdje se raspravlja samo o nekim osnovnim
znacajkama. Medutim, cio ovaj dio moze se preskociti, a da se 1 dalje o¢uva cjelovitost spoznaje.

Definicija Neka se bilo koji po¢etni sadrzaj razli¢it od nule, posmikne 2"—1 puta u LFSR maksimalne
periodi¢nosti i duljine n. Niz bitova duljina 2"-1, koji se sastoji od uzastopnih sadrzaja bilo kojega
stanja LFSR (koje se generira tijekom posmika), naziva se niz maksimalne duljine, $Sto ga generira
LFSR ili kra¢e niz maksimalne duljine.

Primjer Razmotrimo maksimalnu periodi¢nosti LFSR na slici 3.4 (ponovno nacrtana kao slika 4.2 1

sada kao slika 4.13).
Clock

! = ] [
P QlenD
0 0 J 4 1]
1Q‘ D IéJWOQ{ gWOQ Ean D-Dlentl
g resET| E=t |

E Slika 3.4 E: ‘ . Slika 4.2
Slika 4.13: Ponovno nacrtane: slika 3.4 i slika 4.2

G=[P|l]=>H=[P = H = F'?:-k}

P
1. [1] 0] 0] 100
Clock 2.10] exor(1®0) =|1]0]010
t a 3.10]  exoro®0) =]0]1] o0
S P P g el 4.11] exor0® 1) = [1]0] 110
o D‘ﬂenﬂ 5.10 exor(1®0) = [1]1] 011
RESETI-D!EH? P 6. 1] exor(0@® 1) =] 1]1] 111
L} : v 7.00]  exori@®1) =|0]1] 101
I. I exor(1@® 1) =1]0]0] 100

Slika 4.14: LFSR i sadrzaji njegovih registara
Sadrzaji ovoga LFSR, pocevsi od pocetnoga stanja [111] su: [111], [101], [100], [010], [001], [110],
[011]. Sljedeci sadrzaj je opet [111]. Sadrzaji triju stanja su sljedec¢i nizovi duljine 7: (izvorno) (slika
4.15, lijevo).

[ohy a° iy
CIDCkI_ b OFP{Denn Clock 3 » g EEH

L \ i‘ a° ;
b 3 o
ﬂQ D‘ Ot etn'n o n;:" D‘ Lt =m0
reseT] B reseT] B2

_'}UIUUIII _'bllﬂlﬂﬂl |_’ 1010011 _'}1101001 _'} oii1i1010 L»lllDlDD
i 4 1 T L 1
Lijevo stanje Sradnje stanje Desno stanje Lijewva stanje Srednje stanje Desno stanje
Ako je pocetno stanje 111 Ako je pocetno stanje 100

Slika 4.15: Prikaz stanja u svim registrima i pri svakome posmiku
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Sadrzaji ovoga LFSR, pocevsi od pocetnoga stanja [100] su redom: [100], [010], [001], [110], [011],
[111], [101]. Sljedeci sadrzaj je opet [100] (slika 4.15, desno).

Uzastopni sadrzaji triju stanja registra, sljede¢i su nizovi maksimalne duljine 7 prikazani u tablici:

Ako je pocetno stanje 111 Ako je pocetno stanje 100
redoslijed pomaka | konacan prikaz | redoslijed pomaka | konacan prikaz
Uzastopna lijeva stanja: 1110010 0100111 1001011 1101001
Uzastopna srednja stanja: 1100101 1010011 0101001 0111010
Uzastopna desna stanja: 1001011 1101001 0010111 1110100

Lijeva stanja [1110010].
Srednja stanja: [1100101].
Desna stanja: [1001011].

Bilo koji od tih triju nizova je niz maksimalne duljine.

Ovaj dio bavi se specificnim svojstvima nizova maksimalne duljine.

Svojstvo 1. Svaki niz od n uzastopnih bitova u nizu maksimalne duljine, duZine 2"-1 je drugadiji i
takav niz naziva se n-forka. Ovo ukljucuje slucaj gdje se za bitove niza smatra da su poredani ciklicki
tj., za posljedn;ji bit smatra se da se pojavljuje nakon prvoga bita. Jedini uzorak od »n bitova, koji ne
postoji kao jedna n-torka u nizu, je uzorak "sve 0".

Kao primjer uzmimo niz [1110010] duljine 2°~1. Po&evsi s lijeva, uotavamo redom sljedece trojke:
[111],[110], [100],[001], [010],[101], [O11].

LFSR na slici 3.1 generator je redaka matrice H' i detaljno se obradio u prethodnim poglavljima. Tri
niza najveée duljine, uvedena u prethodnome primjeru, su tri ciklicki pomaknuta stupca od H'.
Savijetuje se studentu usporedba ovih nizova sa stupcima od H’. Iako se cijela problematika niza
maksimalne duljine moZze obraditi bez povezivanja matricom pariteta ciklickoga Hammingova koda,
odlucili smo primijeniti takvu povezanost zbog obuke.

Od sada (ako je to prikladno), usmjerit ¢emo se na stupce paritetne matrice ciklickoga Hammingova
koda, a ne na koncept niza maksimalne duljine, znaju¢i da su istozna¢ni. Razmotrit ¢emo stupCane
vektore od H' kao redne vektore (tj., napisat ¢emo ih vodoravno umjesto okomito).

_h(Dh(2)h(3)_
1 00
01 0
00 1 h(1)=[1001011]"
H'=|1 1 0 p— h(2)=[0101110]"
0 1 1 h(3) =[0010111]"
11 1
1 0 1]

452, 4.5.2.VEZA IZMEDU REKURZIJSKE RELACIJE | NIZA MAKSIMALNE DULJINE

Uo¢imo da bilo koji element a, u bilo kojemu stupcu matrice H, zadovoljava relaciju

|an ) + an—3|

t., , jednak je |zbr0ju dvaju elemenatal koji mu prethode |dva odnosno tri mjesta lij evo|.

........................

zbroju (@) znamenaka na [drugome| i prvome| mjestu, a one su @ odnosno . Na primjer, nula na

-------------------

petome mjestu u vektoru h(1) = [11_(_)_51 1], jednaka je zbroj dvaju elemenata na [treéemu| i [drugome]

element=1), jednak je zbroju \éestogaZI\ 1 [petogaZO\ elementa.
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rekurzijska relacija

1jo1011

10jo[10111
1001/0[1]1

h(1)= 1001011 [[tjoloo11, 10jof1foi1 1, 10[tlo/1, 100[tJof1 1], Too1/of]1, 100101, [tloioi101[1]
h(2) = 0101110 [jo[tjo1/1 10, oftfofi[110, 01)o[t1[10, 0101110}, it 01[t]tlo, oro11[t]o], fl1ioi1 1 1/o]]
h(3) = 0010111 [jofof10i1 11, ofoftjoi11, ooftfoli1/1, 0o1ofafi[1, o1 0ft]t]1, oot o1[1fal, [oolo1 1]1]]

Gornja rekurzijska relacija objasnjava se uzimanjem kodne rije¢i v = [1101000] Hammingova (7, 4)
koda ¢ija je matrica pariteta H'. Cinjenica da je v kodna rije¢ znaéi da je v - H' = [000] = sindrom.

Napomene:

G=[P|L=>H=[P' = H'= F'—;—"} G=[P|=>H=[L,|P = H = {i P }

G=[P|L]=>H=[P' I, J= H'=
Ozna&imo tri stupca matrice H” kao: h(1), h(2) i h(3).

_h(Dh(2)h(3)_
I..1 0 0
210 1 0
30 0 1
H'=4/1 1 0
500 1 1
6.1 1 1
7.1 0 1]
Operacija v - h(l), gdjejev= [.0.000] (kodna rijeé) znaci u praksi, zbrajanje a (1.), M
(2)1¢ a (4.) elementa od h(1). Kako je v- H" = 0, znaci da je zbroj tih triju elemenata u stupcu

h(1) jednak 0, jer su preostala 3 elementa 1nforma01J skoga vektora jednaka 0, a to se vidi u nastavku:

h

—~
|—

1.2. 4.

v-h(1)=[1101000] - =1'121 00002 1']1®..201=100020D1=0

Al el
—_—— O = O

Budu¢i da je kod ciklicki (tj. ima rekurzijsko svojstvo), znaci da sljedeca kodna rije¢ v = [0110100]
(ciklicki pomak prethodne rijeci u desno) daje v - h(1) = 0, §to znaci da je zbroj \drugogal, hreéegaJ 1
elementa u h(1) takoder jednak 0. Nastavkom ovoga postupka, vidjet ¢emo zaSto svi elementi
od h(1) zadovoljavaju rekurzijsku relaciju |a, = @, + a,4. I u treéemu nastavku ovoga postupka,
sljedec¢a kodna rijec (ciklicki pomak prethodne rijeci u desno) daje [0011010] - h(1) = 0. To znaci da je
zbroj trec¢ega, Cetvrtoga i Sestoga elementa u h(1) takoder jednak 0. Konacno, zbroj Cetvrtoga, petoga i
sedmoga elementa od h(1), za ciklicki pomaknutu prethodne kodnu rije¢ u desno, koja je sada v =
[0001101] pa je umnozak takoder jednak O [v - h(1) = 0].
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U sljedeca 3 ciklicka pomaka iste kodne rije¢i u desno, iscrpljuju se sve raspolozive kodne rijeci
Hammingova koda dobivene ciklickim pomakom jedne te iste rijeCi. Isti argumenti sada se mogu
primijeniti na stupce h(2) odnosno h(3), Sto objaSnjava zasto oni takoder zadovoljavaju istu
rekurzijsku relaciju.

|P0kazali smo kako iz kodne rijeci v = [1101000], pronaci sve stupce matricel H' koji zadovoljavaju
odredenu rekurzijsku relacuu gdje se koeﬁcu enti rekurzijske relacije temelje na ne-nultim elementima

kodne rijeci v, tj.: relacija | .an. 2| ® @, 3 odgovara npr. uzorku [1 1.] u kodnoj rijeci. Elementi

ovoga uzorka, racunajuci s desna u lzlevo, odgovaraju koeficijentima:

1 1 0 i1

ap3 Ay | Ap—1 § Ay

rekurzijske relacij e

.....

rekurzijsku relaciju koja odgovara elementima ove kodne rijeci razhcmma od nule. Medutim, iz
Tvrdnje 4.1, proizlazi da se ta "druga" relacija jo$ uvijek moze izraziti naSom osnovnom relacijom

|a,1 a2 @ Gy 3] Imajte na umu da rekurzijski uzorak [’r-l-!l] takoder odgovara strukturi povratnih
veza LFSR [1 10]1]] koji stvara retke matrice H' (slika 4.16).

sk, J R@) =" @ 1-x' ®[0}* @ [1]-x* = [{L1[of1]]
L 1101000 __-)D-1 Dl:{zl—: ! Bez sklopa za ulazni informacijski vektor i
N RETTTTILT! R 1 |- XOR vrata (prva lijevo), jednadzba LFSR bila bi:
krf b b Rx)=1x"®0x' @ 1-x*=[101]
Slika 4.16: Odnos polinoma R(x), rekurzijske relacije i povratnih veza LFSR (ponovljena slika 3.4)

Iz prije razmatrane povezanosti izmedu nizova maksimalne duljine i stupaca matrica, prethodni
argumenti mogu se poop¢iti na sljede¢i nacin:

Svojstvo 2 Elementi niza maksimalne duljine zadovoljavaju rekurzijsku relaciju koja je zadana
strukturom povratne veze LFSR §to stvara niz. To nas vodi izravno sljede¢emu svojstvu.

Svojstvo 3 Bilo kojih n elemenata niza maksimalne duljine, jedinstveno odreduju ostatak elemenata.

Navedeno svojstvo moze se objasniti kao §to slijedi. Rekurzijska relacija odredena strukturom LFSR-
generatora niza, pokazuje kako vrijednost pojedinoga elementa odreduju vrijednosti n prethodnih
elemenata. Drugim rijecima, zadavanjem » uzastopnih elemenata niza, vrijednost sljede¢ega elementa
odreduje rekurzijska relacija. Posljednjih n elemenata izvan n+1-elemenata koje smo do sada imali,
odreduju sljedeci element, itd..

Buduéi da niz maksimalne duljine, dugacak 2"-1, sadrzi sve moguce ne-nulte n-torke, nemogude je da
dva niza maksimalne duljine, koja zadovoljavaju istu rekurzijsku relaciju, budu razliita pa je jedina
razlika ciklicki pomak. Prikazujemo naSu logiku. Obzirom na takva dva niza, odredena n-torka
odabere se u oba. Svaka n-torka koja se nalazi u jednome, takoder se nalazi i u drugome nizu te tako
obuhvacaju sve mogucénosti. Elementi Sto slijede iz njih su isti u oba niza, jer oba zadovoljavaju istu
rekurzijsku relaciju. Onda imamo sljedece svojstvo.

Svojstvo 4 Svi nizovi maksimalne duljine koji zadovoljavaju istu rekurzijsku relaciju jednaki su.
Jedina razlika medu njima je ciklicki pomak.

Svojstvo 4 objasnjava zasto tri stupca matrice pariteta H', predstavljaju cikli¢ki pomak istoga vektora.
Posmicni registri (LFSR) Sto stvaraju retke paritetne matrice Hammingova koda, mogu se smatrati
generatorima niza maksimalne duljine.

Jednostavno im se ucita ne-nulto pocetno stanje i posmikne ga se 2"—1 puta (ako je LFSR duljine 7).
Uzastopni sadrzaji bilo kojega od LFSR stanja, ¢ine niz maksimalne duljine. Za svaki takav generator
medutim, postoji jos jedan krug koji stvara isti niz. Ova tvrdnja objasnjava se razmatranjem sklopa
prikazanoga na slika 4.17 koji stvara isti niz kao i1 onaj Sto ga stvara krug na slici 3.4.

% Napraviti vjezbu!
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Slika%204.2.circ

100, 010, 001, 110, 011, 111, 101, 100 100, 010, 101, 110, 111, 011, 001, 100

L’ =0 ”’3‘3?'}
0 0 7 _1:1 o
1 D D Q{ Do Clock == Q=D = |
%é} ¥ [E] e E OQ_QP I
E & (;M=(Z}‘D---'1 v
R(x) = 1@x@y° reseTir——t——t—] R = 1&r@y’

Slika 4.17: Dva generatora niza maksimalne duljine sto ga stvara krug na slici 3.4

Da bi razumjeli zaSto krugovi na slikama 3.4 1 4.17 generiraju isti (sli¢an, vidi redoslijed stanja) niz
maksimalne duljine (skup stanja je isti), primijetimo da je u ovome posljednjemu, svaka nova
priprema ulaska bita u LFSR s lijeve strane. Pripremljen bit na ulazu u 1. stanje LFSR, ulazi tek pri
sljede¢emu taktu (na slici 4.17. desno). Ovaj bit na izlazu XOR vrata odnosno na ulazu u prvo stanje,
a,=0, a ne bit koji se ve¢ nalazi v prvome stanju, a, =(_1), jednak je zbroju dvaju bitova koji mu
prethode 2 i 3 mjesta (2. 1 3. stanje LFSR odnosno izlazi iz tih stanja, jer se stanje D bistabila, odmah
preslikava na izlaz D bistabila). To se na slici uocava, jer 0 na ulazu u 1. registar, jo§ mu nije
promijenila stanje (1). Drugim rijecima, vidimo jasno da je zadovoljena rekurzijska relacija :an: =

. Dakle, rekurzijska relacija jedinstveno odreduje niz maksimalne duljine (Svojstvo 4).

Krug na slici 3.4 koristi povratne veze "punjenja" (LFSR s unutarnjom povratnom vezom), tj., izlaz iz
zadnjega (desnoga) stanja puni unatrag neka prethodna stanja. Krug slike 4.17 koristi vezu
"praznjenja" (LFSR s vanjskom povratnom vezom), gdje se sadrzaji nekih stanja zbrajaju XOR
vratima i zatim pune prvo (lijevo) stanje.

Svojstvo 5 Niz maksimalne duljine moZe se generirati pomoc¢u dviju vrsta LFSR (slika 4.18),
koristenjem veze punjenja (fed-in) (Galois)®' ili praznjenja (fed-out) (Fibonacci) (Pu = max = 7).

LFSR =a 7 ciklusa l :—( ] f
I:Ii::k [ I*._ T_ I J Clock ‘ {E L'+E I J
= ! P el Pl Pl ! ! 0 F_Q
RE:EI' —mEE ngg -I—-)D_NEE -I—-)D_DIE;U RE:E Dlgn'i D“S”.i Dlgnli -I—Dlgn'nl
punjenje [R(x)=1@® POXr® x4] praznjenje [R(x)=1 D x ® X @ x4]

Slika 4.18: Punjenje (Galois) i praznjenja (Fibonacci) LFSR

Razmotrit ¢emo operaciju zbrajanja nekoliko cikli¢kih pomaka istoga niza maksimalne duljine. Uocite,
na primjer, da zbroj bilo kojega podskupa triju stupaca matrice H', a to su okomiti cikli¢ki pomaci
nekoga niza maksimalne duljine, ponovno daju ciklicki pomak istoga niza (npr., zbroj prvoga i tre¢ega
stupca matrice H' je [1011100]. Zbroj svih triju stupaca iste matrice jednak je [1110010]. Prethodne
tvrdnje temelje se na samorazumljivoj Cinjenici da ako svaki niz za sebe zadovoljava rekurzijsku
relaciju, onda i gbroj svih pod-nizova, zadovoljava tu istu relaciju.

Svojstvo 6 Zbroj bilo kojega podskupa triju stupaca matrice H', a to su okomiti cikli¢ki pomaci
nekoga niza maksimalne duljine, ponovno daju ciklicki pomak istoga niza. Na primjer zbroj prvoga i
trecega stupca je [1011100]. Zbroj svih triju stupaca je [1110010]. Ako je svaki element u svakome
nizu jednak zbroju dvaju prethodnih elemenata 2 i 3 mjesta prije, to isto vrijedi 1 za njihov zbroj. Zbroj
ciklickih pomaka niza neke maksimalne duljine, daje isti niz, a odreduje ga ciklicki pomak (odnosno
struktura LFSR).

4.53. 4.5.3. PSEUDO-SLUCAJNI NIZOVI

U ovome pod-poglavlju bavimo se mnozenjem i zbrajanjem brojeva koji nisu nuzno samo 0 ili 1.
Zbroj ¢e ponekad znaci obicno zbrajanje brojeva, a ponekad ¢e znaciti XOR operaciju, kao Sto se
najcesce Cini u ovoj skripti. Da bi se izbjegla pomutnja, operaciju obi¢noga zbroja oznacavamo +, a

8! Evariste Galois (Francuz: [evakist ga'lwa]; 25 listopada 1811 — 31 svibnja 1832) bio je Francuski matematic¢ar roden u
Bourg-la-Reine. Jo§ kao mladi¢-adolescent, odredio je nuzne i dovoljne uvjete za rjeSenje polinoma pomocu n-tih korijena,
time rjeSavajuci problem star 350 godina. Njegov rad utemeljio je Galois teoriju i teoriju grupe, dva osnovna podrucja

apstraktne algebre te pod-polje Galois veza. Umro je u dobi od 20 godina od rana zadobivenih u dvoboju.
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XOR operaciju, @ (kao i do sada). Opca teorija koja se bavi razli¢itim definicijama slucajnosti, izvan
je okvira ove skripte, a ovdje se obraduje samo jedno njezino motriste.

Definicija Neka v; oznacava vektor dobiven pomicanjem elemenata vektora v ciklicki za i mjesta u

desno. Cikli¢ka auto-korelacija za v je vektor iste duljine ¢iji je i-ti element skalarni umnozak v - v;.

Primjer CikliCka auto-korelacija vektorav =1, 2, 3, 4, 5], je vektor A(v) = [A4o, 41, A2, A3, A4], gdje su:
Ao=11,2,3,4,5]-[1,2,3,4,5]=1-1+2-2+3-3+4.4+5.5=1+4+9+16+25=55

A1=11,2,3,4,5]-1[5,1,2,3,4] = 45
A>=11,2,3,4,5]-[4,5,1,2,3] = 40
A3=1[1,2,3,4,5]-[3,4,5,1,2] = 40
As=11,2,3,4,5]-12,3,4,5, 1] = 45

Mozemo opisati auto-korelacijsku funkciju vektora v pomoéu mnoZenja vektora matricom v - M”, gdje
se stupci M sastoje od poredanih cikli¢kih pomaka od v.

Primjer Ciklicka auto-korelacija vektora [abcde], rezultat je umnoska:

a e d c b
b a e d c
labcdel- | ¢ b a e d
d ¢ b a e
e d ¢ b a

Koriste¢i neposredno steCene spoznaje, moZemo reci da elementi funkcije auto-korelacije pokazuju
rezultate dobivene iz "preklapanja" elemenata vektora i cikliCkoga nizanja tih elemenata te pokuSava
traziti sli¢nosti. Uzmimo odreden vektor v =[-1, -1, -1, +1, +1, -1, +1]. Ciklicka auto-korelacija v je:
-1 1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 1 1 -1
-1 -1 -1 1 -1 1 1
-1,-1,-1,1,1,-1, 1] - !l -1 -1 -1 1 -1 1| =[7,-1,-1,-1,-1,-1,-1]
1 1 -1 -1 -1 1 -1
-1 1 1 -1 -1 -1 1
1 -1 1 1 -1 -1 -1

Prvi element ove funkcije, rezultat je postignut "preklapanjem" vektora samim sobom, daju¢i neku
vrstu vrha funkcije (u gornjemu primjeru to je broj 7). Ako su ostale vrijednosti funkcije auto-
korelacije stalno male, to ukazuje na poremecaj medu elementima vektora, a to naznacuje "dobra"
svojstva slucajnosti.

Na temelju auto-korelacijske funkcije od v, za njegove elemente smatra se da imaju optimalnu
slucajnost. Studenti upoznati temom, prepoznat ¢e ovdje "odredenu A funkciju". U nastavku
pokazujemo kako smo dosli do ovoga vektora v. Pogledajmo prvo jednostavnu vezu izmedu XOR
operacije i mnozenja brojeva s predznakom (tablica 4.1).

Tablica 4.1 Pokazuje slicnost izmedu operacije XOR i mnoZenja brojeva s predznakom

0®0=0 0=l (+1) - (+1) = +1
0@1=1 L= (+1)- (1) =-1
1©0=1 - (~1) - (+1) =1
1©1=0 = (~1) - (1) =+1

Usporedujuci dva stupca u tablici 4.1 uo¢avamo zanimljivu slicnost. Operacija XOR (@) moze se
"pretvoriti" u operaciju umnoska (+) izmedu brojeva s predznakom apsolutne vrijednosti 1, sljedeCcom
zamjenom:

@—>-;0>1;1->-1
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Pogledajmo sada kako Svojstvo 6 pretvara niz maksimalne duljine, koriste¢i gore navedene zamjene. S
lijeve strane ispod, imamo XOR dvaju ciklickih pomaka niza maksimalne duljine te dobivamo rezultat
koji je ciklicki pomak istoga niza. Na desnoj strani piSemo istu operaciju (skalarni umnozak) pomocu
navedene zamjene, oznacavajuci dobivene vektore kao x, y i z:

1110010 -1, -1, -1, 1, 1, -1, 1| =x
1011100 | @ -1, 1, -1, -1, -1, 1, 1|. =y
0101110 | L, -1, 1, -1, -1, -1, 1| =z

Imajte na umu da je na temelju definicije skalarnoga umnoska izmedu dvaju vektora, zbroj elemenata
z jednak skalarnome umnosku x - y.

I u gornjemu prikazu, ovaj skalarni umnozak (tj., zbroj elemenata z) jednak je —1. Sada tvrdimo: ako x
iy potjecu od razlicitih pomaka u nizu maksimalne duljine, onda je njihov skalarni umnozak uvijek
jednak —1, bez obzira na dimenzije niza maksimalne duljine. Promatranjem se uocCava da broj
elemenata vrijednosti 1 i vrijednosti —1 u X, y i z odgovara broju 0-elemenata i l-elemenata u
izvornome nizu maksimalne duljine. Na temelju Svojstva 1 za niz maksimalne duljine, izravno slijedi
da u takvome nizu bilo koje duljine 2”1, broj 1-elemenata premaSuje za 1, broj 0-elemenata.

Onda slijedi da je razlika izmedu broja elemenata vrijednosti —1 i broja elemenata vrijednosti 1 u z,
jednaka 1. Zbroj elemenata z (tj., skalarni umnozak x i y) je, dakle —1. Ako su nizovi x i y (duljine 2"
1) identi¢ni, a njihov skalarni umnozak iznosi 2"-1, jer mi zbrajamo 2"-1-elemenata vrijednosti 1,
onda imamo sljedece:

Svojstvo 7 Neka s oznacava niz elemenata vrijednosti =1, dobiven iz niza maksimalne duljine, duzine
2"-1 prema opisanome postupku zamjene. Onda auto-korelacijska funkcija S ima vrijednost 2"-1 na
mjestu 0 (vidi broj 7 u gornjemu umnosku), dok ostatak elemenata ima stalnu vrijednost —1.

Svojstvo 7 objasnjava zasto se nizovi maksimalne duljine ponekad nazivaju pseudo-slucajni nizovi PN
(pseudonoise). Rije¢ "slucajno" sada je jasna. Rije¢ "pseudo" znaci da ako ponovljeno koristimo
postupak stvaranja nizova, oni se mogu to¢no obnoviti za razliku od pravih Sumova. Tocan preslik
naSega niza moze se ponoviti ako se koristi isti LESR-generator, jer ciklicke pomake zapocinje istim
pocetnim stanjem.

4.54. 4.5.4. ODREPIVANJE POVRATIH VEZA LFSR STO STVARA NIZ MAKSIMALNE DULJINE
POZNAJUCI SAMO DIO NIZA

4.5.4.1. 4.5.4.1. Koeficijenti rekurzijskoga odnosa

Svojstvo 8 Povratne veze nekoga LFSR duljine n, Sto stvaraju niz maksimalne duljine MLSG
(maximum length sequence generator), mogu se odrediti iz bilo kojih uzastopnih 2# bitova stvorenoga
niza.

Prethodno svojstvo prije svega dokazuje se razmatranjem da povratne veze nekoga LFSR S§to stvara niz
maksimalne duljine, odgovaraju koeficijentima rekurzijske relacije koji obiljezavaju niz. Onda smo
suoceni problemom pronalaska rekurzijske relacije. Nacin kako je pronaci, pokazuje se primjerom.

Niz m = [110101111000100] (bitovi sasvim lijevo su zadnji generirani bitovi), niz je maksimalne
duljine 1 periodi¢nosti Pu = 15 (generira ga LFSR duljine 4), a prikazuje ga Slika 4.19.

clock  PZEED pioo0| § 11o0101111000100

U o100 r’llDlDllllDDDlDD
1

[l
5432108987654321
reset

> 0010001111 01041 R(x)=1+x4

Slika 4.19: Niz maksimalne periodicnosti
Svaki element a,, prethodno navedenoga niza m, zadovoljava rekurzijski odnos (relaciju) oblika:
ap = A'anfl + B'an72 + C'anf?) + D'aan

gdje su A, B, C i D koeficijenti rekurzijskoga odnosa. Budu¢i da isti koeficijenti vrijede za bilo koji a,,
mozemo pronaci njthove vrijednosti izgradnjom cetiriju nezavisnih jednadzbi, koriste¢i razlicit a,.
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Jednostavno se mozZe pokazati da je D uvijek 1 (= a; = x"), ostavljajué¢i nam tri nepoznanice. Medutim,
ovdje to ne¢emo koristiti pa smatramo da je D nepoznat. Jednadzba s Cetiri nepoznanice (A, B, C, D)
sastavljena je od pet uzastopnih bitova iz m. Uzmite na primjer, prvih pet bitova m; niza [11010].
MozZemo ih indeksirati kao ay, a, a3, as, as. Onda opca relacija:
a,,=A-a,H+B-a,,,2+C-a,,,3+D-a,,4,

poprima oblik
a5=A-a4+B-a3+C-a2+D-a1.

m=[110101111000100]
‘ DCBA ‘ ay ‘ ap ‘ as ‘ as ‘ as|a, | =|Aa,q |+ |Ba, 2| +|Ca,sz|+|Da,a

m; = [110101111000100] as = Aay *+ Bas; t+ Cap t+ Deg

M [mo[1i170 1 0[00 = 1 + 0 + 1 + 1 |A+C+D= 0]
m, = [1110101111000100] as = Aay + Bas; t+ Cap t+  Deg

2 oot [1i0 10 0|0 = 0 + 1 + 0 + 1 B+D= 1|
m; = [110101111000100] as = Aay + Bas; t+ Cap t+  Deg
@lotofjo 1 0o 1|1l = 1 + 0 + 1 + 0 A+C= 1|
my = [1101011111000100] as = Aay + Bay t+ Cap t+ Deay

@[t 1 01 1 gl = 1+ 1 + 0 + 1 |A+B+D= 1|

Uvrstenjem vrijednosti [11010] iz m; pocevsi od bita za a,, ay, as, as, as, dobivamo

() 0=D-1+C-1+B-0+A-1.
Sli¢no tomu, pet uzastopnih bitova iz m,, pocevsi od bita, su [10101]. Oni ¢ine jednadzbu:
2) 1=D-1+C-0+B-1+A-0.
Pet uzastopnih bitova iz m3, pocevsi od bita, su [01011] i tvore jednadzbu:
(3) 1=D-0+C-1+B-0+A-1.
Pet uzastopnih bitova iz my4, pocevsi od bita, su [10111], tvore¢i jednadzbu:
(4 1=D-1+C-0+B-1+A-1.

D+C+A = 0 (1-B)+C+(1-C)=0 | = [ B=0
D+B 1> D=(1-B) D=1
C+tA = 11 A=(1-C) A=0

D+B+A = (1-B) +B+(1-C)=1 | = | C=1

Treba napomenuti da je u algebri binarnih brojeva, operacija oduzimanja jednaka operaciji zbrajanja.

RjeSenja za Cetiri nepoznanice su dakle: A =0, B=0, C =1, D = 1. NaSa rekurzijska relacija onda
postaje |an =a,5t aMl, a ona odgovara LFSR-generatoru na slici 4.20.b.

Rezultati su zrcalne slike, a razlika je u smjeru Citanja (desno— ili <lijevo)

D ABC an4...€<=a, ABCD ap=>...4y4 Apg | oo | oo | .o | Ay
CK C 1u11JTl 54321D95?554321| 1 1 0 1 0 1_
1011 ontooo0111101011
[TPDA k] TL*A- t [of[1]o]1]2
[ | -C(E o [1]o|1][1]s
RESET RESET
a) Prikljuéei punjenja (fed-in taps).  b) Prikljuéci praznjenja (fed-out taps). 1 o1 11114

Slika 4.20: Podudarnost LFSR i rekurzije a, = a,-3 + an,—4. (a) i (b).62

Rezultati se potvrduju provjerom rekurzijske jednadzbe na bilo kojih 5 uzastopnih bitova niza
maksimalne duljine i periodi¢nosti 15, m = [01@1 111000100], dobivenih sklopovima LFSR na slici
4.20.a.

62 Napraviti kao vjezbe!
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Imajte na umu da smo cetiri jednadzbe, iz kojih pravimo na§ LFSR-generator, dobili uzimanjem osam
uzastopnih bitova od m, poc¢evsi prvim bitom. Za istu svrhu (tj., izgradnju cCetiriju jednadzbi) moglo bi
posluziti uzimanje bilo kojih osam uzastopnih bitova iz m, a to objasnjava op¢i slucaj naveden u
Svojstvu 8. Nismo dokazali neovisnost ovako dobivenih jednadzbi, medutim, ona je istinita.

4.5.4.2. 4.5.4.2. Objasnjenje pojma "decimation”

Uocite da je broj odgovarajucih (relativno prostih elemenata u odnosu na Pu) ciklickih koskupova
(cyclotomic cosets) jednak broju svih primitivnih polinoma stupnja L.

131.

1

] |a=1101011001000011

11 74 5

Slika 4.21: Generator ciklickih koskupova

Na primjer za slucaj Pu = 15, brojevi {1, 2, 4, 8} oblikuju odgovarajuci ciklicki koskup, a {7, 14, 13,
11} obhkuju jo§ jedan takav koskup, jer to uzorkovanje/‘desetkovan_]e'/kljas%fenj%ibasenje”
(decimation)® zadovoljava Tvrdnju 4.1. Tako, bilo koji 15 znamenkasti m niz moze se uzorkovati s 2,
4 ili 8, a rezultirajuci niz bit ¢e jo$ jedan 15 znamenkasti ciklicki ekvivalent m niza koji moZze imati iste
ili razli¢ite fazne pomake kao izvorne nizove. Isto tako, ako se bilo koji m niz od 15 znamenaka
uzorkuje sa 7, a rezultiraju¢i uzorkovani niz ponovo se uzorkuje s 2, 4 i 8, dobit ¢e se drugi ciklic¢ki
ekvivalent koskupa {7, 14, 13, 11}. Imajte na umu da uzorkovanje sa 7 x 4 = 28, ekvivalent je
uzorkovanju s 13, jer je 28 — 15 =13.

Tako, u primjeru na slici 4.21, uzorkovanje skupa {a;} s 2, proizvodi {ay;} =[100100011110101], Sto
je {a;} lijevi pomak 6 znamenaka {a;}, odnosno, {a»} = {a; + 6}.

13 110001001101011

SSR—
—T-b1n11 rb11|:||:|n1|:||:|1101|:|11

@] : |

p(—

Slika 4.22: U. S. Patent Jul. 5, 1988 Sheet 1 of 8 4,755,987 (stranica 45) i simulacijski primjer

Imajte na umu da na primjer, uzorkovanjem s 2, uzorkovan niz obuhvaca prvu, trecu, petu, itd.
znamenku izvornoga niza. Isto tako pri uzorkovanju sa 7, uzorkovan niz obuhvaca prvu, osmu,
petnaestu, itd. znamenku izvornika. Takoder, na slici 2, ako se niz uzorkuje sa 7, {a7) =
[101111000100110] 1 13, {ai3;} =[110101111000100], to su nizovi koje mogu generirati LSFR s Cetiri
stanja uz e = 31g = 11001,, ali razli¢itim pocetnim stanjima, a = 13;9 = 1101, odnosno a = 15,9 =
1111, pa su to isti nizovi s razli¢itim pomacima te stoga pripadaju istomu odgovaraju¢emu koskupu.

4.55. 4.5.5. UNAPRJEDENJE OPERACIJA U NIZOVIMA MAKSIMALNE DULJINE

Zadavanjem bilo kakve ne-nulte n-torke t, moguce je odrediti sve bitove prate¢i t u nizu maksimalne
duljine periodi¢nosti 2"—1 posmikom u LFSR za generiranje (povratnim vezama praznjenjem), pocevsi
od stanja t.

4.5.5.1. 4.5.5.1. Struktura niza maksimalne duljine

U sljede¢emu primjeru, kao i svima onima $to slijede, usvajamo racunanje s desna u lijevo. To znaci
da niz [101011] zapocinje podcrtanim 4-kama. Njegov prvi, drugi i tre¢i bit su redom 1, 1 1 0. Razlog
ovomu dogovoru je izbjegavanje zbunjenosti, ako se analizira ponasanje LFSR s desnim posmikom.
Kao primjer nac¢ina kako se otkrivaju bitovi Sto slijede iz t, razmotrimo 4-vorku t = [1011]. U nizu

8 Ako su b i n relativno prosti brojevi, onda i = b{mod ) definira permutaciju vektora ¢. Permutacija ¢ = Cmy ZOVE S€

ciklicko "uzorkovanje/'desetkovanje'/kljastrenjetbuSenie” (cyclic decimation), jer se svaka b-ta komponenta, odabire
ciklicki (ili se prihvaca Hi-se-edbaeuje).
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maksimalne duljine stvorenome pomocu LFSR na slici 4.22.a, negdje se mora pojaviti t i to samo
jednom, poput bilo koje druge ne nulte 4-vorke.

CLOCK
*
1_|-)D n11_l_ 543210987654321
- ] P 011 P 110101100100011
Pp I
[FH=3 £=

RESET
5432109876543 21
o

iiooo0io001101011

Slika 4.23: Niz maksimalne duljine stvoren pomocu LFSR punjenjem

Da bi se pronasli bitovi §to slijede iza t u ovomu nizu, napunimo t u LFSR kao na slici 4.22.b. odnosno
na slici 4.24.

CLOCK 1011 5432109876543 21

-IH 1011 rb ooloooil11101011
|

III‘ -<::I 5432109876543 21

RESET b
110101111000100 slika 4.22.b

Slika 4.24: Punjenje vektora t u LFSR praznjenjem

Uzastopan posmik registra generirat ¢e niz maksimalne duljine [001000111101011]. Imajte na umu da
se krajnji desni bitovi prvi odstranjuju iz LFSR. Razlog odabira LFSR s povratnom vezom praznjenja
(fed-out feedback) (slika 4.22.b) je taj, Sto posmik i praznjenje prvih n bitova, dovodi do toga da su
pocetni sadrzaji (na desnoj strani LFSR jednaki t, a to nije slucaj za registre s povratnom vezom koji
imaju prikljucke za punjenje (fed-in connections) (slika 4.22.a).

Sada obradujemo sljedeci problem. Kako se moze mijenjati niz §to ga generira LFSR, stvarajuc¢i niz
maksimalne duljine periodi¢nosti 2”1, tako da bez obzira na to puni li se (fed-in) poCetnom n-torkom
t, izlazni niz ¢e zapoceti od i-toga mjesta nakon t, za bilo koji i. Da bi razjasnili problem, uzmimo niz

[001000111101011‘]. On pocinje 4-vorkom t = [\1011\]. Polaze¢i od 5-oga mjesta (s desna), niz je
[... 00011110]. Pitanje glasi, kako preurediti krug na slici 4.22.b, tako da, ako ga napuni n-torka t,
onda on stvaraniz [... 00011110].

Svojstvo 9. Neka je m niz maksimalne duljine i periodi¢nosti 2"—1, koji zapodinje n-torkom t. Neka
LFSR generira r iz m, vezama punjenja (fed-in connections) 1 neka r; oznacava sadrzaj r nakon i—1
posmika, pocevsi po€etnim sadrzajem r; = [1000 ... 0]. Neka r oznacava "zrcalni" (reflected) r; (tj. r;
se piSe obrnutim redoslijedom). Vrijednost i-toga bitaod mje t-r;.

Prethodno svojstvo zapravo je ponovljena tvrdnja Zakljucka 4.3 pa se ovdje nece izravno dokazati.
Objasnit ¢emo ga primjerom LFSR na slici 4.25.

CLOCK
' |

1_|-)D IZIIZIIII_L 543210987654321

- 1 PDDIDDDIIIIEIDII

011
P 0
[— =

RESET

Slika 4.25: Objasnjenje tvrdnje Zakljucka 4.3 primjerom LFSR (punjenje)

Rad registra zapocinje sadrzajem r; = [1000]. Nakon 4 posmika, sadrzaj registra je rs = [1100], a
njegova zrcalna slika je rs = [0011]. Podcrtan bit # u nizu m = [001000111101011], dobije se
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mnozenjem t - rs = [1011] - [0011] = @ Da bi se pronasao bit #6 u gornjemu nizu m, mozemo izvoditi
operaciju [1011] - r¢ ili operaciju [0101] - rs.

m = [0010001111010[11]
t R; t-R #5 | #6 | #7 | #8 | #9 | #10 | #11 | #12 | #13 | #14 | #15
0001
0010
0100
1000
1011 | 0011 | 1011 - 0011 | 0
1011 { 0110 | 1011 - 0110 1
1011 | 1101 | 1011 - 1101 0
1011 | 1010 | 1011 - 1010 0
1011 | 0101 | 1011 - 0101 1
1011 | 1011 | 1011 - 1011 1
1011 | O111 | 1011 - 0111 0
1011 | 1111 | 1011 - 1111 1
1011 | 1110 | 1011 - 1110 0
1011 | 1100 | 1011 - 1100 1
1011 | 1000 | 1011 - 1000 1

Imajte na umu da je [§101] 4-vorka koja zapoc¢inje u m na mjestu # na gornjoj slici (pazi: zrcalna
slika s desna u lijevo).

To objasnjava sljedece nacelo: da bi se generirali bitovi od m, pocevsi bitom #, mozemo generirati
uzastopne 4-vorke od m, pocevsi s t i pomnoziti svaki bit s rs.

Budu¢i je rs = [0011] (sadrzaj registra nakon 4. posmika), mnoZenjem 4-vorke x s rs prakti¢no znaci
zbrajanje prva dva bita od x (jer su prva dva bita od rs jednaka 00). Krug Sto ga prikazuje slika 4.26
ima dva izlaza.

CLOCK o000 izl. 1 5432109876543 21
g P ooaain =P ooiiiiaioiioaia
ny

)

RESET _<I fiD 5432109876543 21
T 7l ATF ooioo0o0i1i1i1101011

L
: ks kG| T
>mQ>me ap Q|Z|-1 o1a0q

= b ad iia0 1ai1 agiin
L en0 g0 enn (0 enn {00 enD 1T - o E

Jh—_;l 111 111 |
oaia
b ad 1110 aia1 aoii

111 L & L ad L ad
Il IEAui Ll
IZ|2 E =] aani
e +h 1111 5 1010 +h 1001

A |

1000
L ad o111 1101 qgian

Slika 4.26: Napredovanje niza maksimalne duljine

Izlaz izl. 1 je isti niz m stvoren krugom na slici 4.22.b. Uzastopni sadrzaji registra su uzastopne 4-
vorke od m. Bitovi na izlazu izl. 2 su zbroj prvih dvaju bitova tih uzastopnih 4-vorki. Stoga na izlazu
izl. 2, niz m zapocinje na mjestu #5. Ovo kasnjenje od 4 bita izmedu dvaju izlaza neovisno je od
pocetnoga specificnoga stanja t, u kojemu zapocinje m.

128 zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sije¢nja 2018.


Slika4.7.circ
Slika4.7.circ
Slika4.7.circ
Slika4.7.circ

4.5.5.2. 4.5.5.2. Generiranje napredne inacice niza maksimalne duljine

Prethodna rasprava pokazala je da Svojstvo 9 predstavlja alat za generiranje napredne inacdice niza
maksimalne duljine. Drugi nacin promatranja ponasanja kruga na slici 4.26 je sljede¢i. Neka m;
oznacava niz maksimalne duljine dobiven pomakom niza maksimalne duljine m, cikli¢ki u desno za i
mjesta.

Ako je m niz stvoren na izl. 1, imajte na umu da je prema definiciji izl. 2 = my + m,. Prema definiciji,
mo = m. Budu¢i se ve¢ pokazalo da je izl. 2 = m4, imamo da je my + m; = my. Ovaj zadnji rezultat
pokazuje kako se Svojstvo 9 moze upotrijebiti za proizvodnju bilo kojega zeljenoga ciklickoga
pomaka niza maksimalne duljine m periodi¢nost 2"—1, zbrajanjem nekih od pomaka mg, my, ..., m, ;.

Zakljucak 4.4 Neka je m niz maksimalne duljine i periodi¢nosti 2"-1. Neka m; ozna¢ava niz dobiven
ciklickim pomakom m u desno za i mjesta i neka Y oznacava matricu ¢iji je i-ti redak, i =0, 1, 2, ...,
n—1, m;. Ako je R generatorski LFSR od m s ulaznim vezama, i ako r; oznacava sadrzaj R nakon j-1

pomaka, pocevsi pocetnim sadrzajem r;-[1000 ... 0], onda jem; ; =r;- Y.
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10. Laboratorijska vjezba 9: LFSR za generiranje nizova maksimalne duljine. Pseudo-
slucajni nizovi

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

stupanj (m) | duzina m niza (N) polinomi stupanj (m) | duzina m niza (N) polinomi

1 1 x®1

2 3 FOx®1 8 255 PO OO
3 7 FOx®1 9 511 PYOxX®l
4 15 Coxd1 10 1023 Mo d1
5 31 POXD1 11 2047 el
6 63 Soxel 12 4095 Poxertexel
7 127 Xox®1 16 65535 ool ex el

Automatsko generiranje raznih brojeva stanja

DA CPDE H
I8 Ay
= ] i b}
P Oxd 1 (M niz 3.circ) rOxd 1 (M niz 7.circ)
< <
s
(00 | B | i
i
FOxd1 (M niz 15.circ) roOxX®1 (M niz 31.circ)
<
B P FHH- [
o, P A 8 i
x° @ x ® 1 (M niz 63.circ) x @®x ® 1 (M niz 127.circ)
R —] “":"‘”“j ':‘:‘:':?': c 100800008

ol I

1®x®x>®x ®x® (M niz 255.circ) 1 ®x* ®x’ (M niz 511.circ)

T e e R
=2 j ﬂ%i | = <IE
(g [ )

1 ®x° ® x'" (M niz 1023.circ) 1 ®x° ®x'! (M niz 2047 circ)
T | L
e | e
5 s E
1®x®x*®x®®x"? (M niz 4095.circ) 1®x ® 1" ®x” @x'0 (M. niz 65535.circ)

Automatsko generiranje bilo koliko stanja - 536870912 stanja (Ox1FFFFFFF)

|

1 ® x* ® x* (M niz UNIVERSAL 1.circ)
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5. POGLAVLJE 5 - PRASKOVITE POGRESKE
5.1. 5.1. Definicija praskovite pogreske

Do sada smo razmatrali slucaj pojave jedne pogreske u primljenoj kodnoj rije¢i. U praksi se moze
pojaviti vise od jedne pogreske u bloku bitova pa trebamo kodove za ispravak visestrukih pogresaka. U
ovome poglavlju bavimo se pojavom nekoliko pogreSaka Sto je vrlo Cest slucaj u praksi.

Uzroci pogreSaka koje se stvaraju u poslanome signalu obi¢no su posljedica vanjskih utjecaja kao npr.
munje, iskre iz sustava paljenja u automobilima ili visokonaponski vodovi® te i§¢ezavanje signala u
atmosferi (fading). Sve ove vrste smetnji imaju nesto zajednicko - one kratko traju, nakon ¢ega slijedi
relativno dugo razdoblje zati§ja (u odnosu na trajanje interferencije®), a onda se opet dogode. Ako se
razmatra ucinak ove pojave na ponasanje pogreSaka u prenosenim signalima, mozemo primijetiti da se
pogreske javljaju u skupinama s razmakom izmedu takve dvije uzastopne skupine.

Svaka skupina pogresaka odgovara pojavi kratkoga vremenskoga razdoblja zbog prethodno opisanih
vrsta smetnji, a period bez pogreSaka odgovara mirnome prijenosnome kanalu. Te skupine nazivaju su
prasak pogresaka (burst of errors). Pogreske se takoder javljaju u skupinama rije¢i koje su pohranjene
na magnetskome mediju. Oblikovat ¢emo kodove koji omogucuju ispravak jednostrukih praskovitih
pogreSaka koje se dogadaju u prijenosu ili pri pohrani kodnih rijec¢i. Razred kodova za ispravak
praskovitih pogreSaka, poznat kao Reed-Solomonovi kodovi, koristi se, primjerice, u tehnologiji
kompaktnoga diska.

Poseban dio u ovome poglavlju razmatra te kodove. Osnovno nacelo u teoriji informacija tvrdi, da §to
viSe znamo o ponasanju pogresSaka koje moramo ispraviti, jednostavnija je izgradnja kodova potrebnih
za ispravak ovih pogreSaka. U naSemu slucaju, na temelju spoznaje da pogreske dolaze u praskovima,
kodovi za ispravak pogresaka su jednostavniji od kodova opée namjene za ispravak visestrukih
pogresaka. Nasi kodovi trebali bi se, medutim, koristiti, samo u onima slucajevi u kojima znamo da je
nas kanal praskovite naravi (na temelju sustavnih mjerenja), inace su nasi kodovi beskorisni.

Osnovni parametar §to ga se mora razmotriti prilikom oblikovanja bilo kakvih kodova za ispravak
praskovitih pogreska, jest duljina praska koji se ispravlja. Ova duljina naznacuje veli¢inu (u bitovima)
podrucja koje omeduje pogreSke. U sljede¢im primjerima (slika 5.1), b naznaCuje ispravan, a X
pogresan bit:

bbb xXxbxbxbbb bxxbxxbxbbbbb
| S ——
prasak duzine 6 prasak duzine 7

Slika 5.1: Dvije definicije duzine trajanja praskovitih pogresaka

Ovi primjeri poslije ¢e se promijeniti. Oni su predoceni samo za prikazati srZ problema. Na temelju
prije navedenih primjera, ve¢ sada moZe se primijetiti, ako govorimo o prasku duljine #, nuZno ne znaci
da je pogresno svih ¢ bitova. To samo znaci da su sve pogreske ogranicena na uzastopnih t mjesta gdje,
na primjer, samo prvi i posljednji bitovi pogresni. Ovdje doti¢emo vrlo osjetljivu problematiku. Ako su
sve pogreske ograniene na ¢ uzastopnih mjesta, upravo smo definirali prasak duljine ¢.

Kao primjer promotrimo blok bitova "bxbxbbb", gdje x oznacava pogreSan bit. Prema onome §to smo
iskazali, ovdje imamo prasak duljine 3. Medutim, ovdje takoder imamo prasak duljine 4 budu¢éi da su
dvije pogreske ogranic¢ena na prva 4 mjesta, od kojih su samo dva pogresna, jer se nije definiralo da
prasak treba zapoceti ili zavrsiti pogreSkom. Takoder, ovdje imamo prasak duzine 5, 6 ili 7. Dakle
pitanje je: Kolika je duzina ovoga praska?

Sli¢no pitanje moze se postaviti ako promatramo slucaj gdje je pogresan samo jedan bit unutar bloka.
Mozemo re¢i da imamo praska duljine 1. Medutim, takoder imamo praskove duljine 2, 3, 4, itd. (gdje
je samo jedan bit pogresan). Takoder, ponovno promotrimo blok "bxbxbbb". Je li ovdje prikazana

% high tension wires ... visokonaponski vodovi
5 interferirati (lat. interferre) fiz. uzajamno djelovanje valova (elektri¢nih, svjetlosnih, zvuénih) da se djelovanje svakoga
vala pojaca, oslabi ili ponisti;
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jednostruka praskovitost? Mozda postoje dva praska duljine 1 ili jedan prasak duljine 2 (koji zauzima
prva dva bita od kojih je samo jedan pogresan) 1 joS$ jedan prasak duzine 1, 2, 3, ili 4.

Namjera prethodne rasprave nije bila zbuniti studenta, nego razbistriti raspravu. Zbunjenost mozemo
razjasniti navodeci sljedece. Primimo li vektor s pogreskama, besmisleno se pitati imamo li prasak, ili
kolika je duljina praska, ili koliko praskova imamo. Klju¢ za oblikovanje jednoga koda za ispravak
praskovitih pogreska je odluciti unaprijed da se zelimo baviti jednostrukim praskovima duljine ¢. To
znaci da ¢emo izgraditi kod tako da, ako se u kodnoj rijec prenesu i pogreske, a one su ograniene na ¢
uzastopnih mjesta, u moguénosti smo ih ispraviti.

5.2. 5.2. Otkrivanje jednostrukih praskovitih pogreSaka

5.2.1. 5.2.1. OPCA RAZMATRANJA

Neka je v = [abedefghijkm] vektor &iji elementi zadovoljavaju sljedeée jednadzbe:*

razmak=4 a b c dle f g h|i j k m|n o razmak=5
(1) a®e®i=0 0=a®f®k |(1)
(2) b®fDj=0 0=b@g®m |(2)
3) cDgDk=0 O=c®h®n |(3)
4) d®h®m=0 0=d®i®o (4)

Navedene cetiri jednadzbe pariteta Sto ih elementi vektora v trebaju zadovoljiti, pokazuju da se v moze
ustrojiti dodavanjem cetiri paritetna bita informacijskome vektoru duljine 8. U svakoj od gornjih
jednadzbi, 3 bita u vektoru v razdvojena su medusobno za Cetiri mjesta. Drugim rije¢ima, ako se dva
bita pojave u istoj jednadzbi, oni se u v moraju razdvojiti najmanje za pet mjesta. Pretpostavimo da su

------------

brojeva), gdje su svi preokrenuti bitovi ograniceni na Cetiri uzastopna mjesta. Onda imamo da ¢e svaki
preokrenut bit utjecati na razli¢itu jednadzbu, uzrokujuéi da njezina desna strana ima vrijednost 1.

razmak=4 a bicidle f g hli J kimin o razmak=5
(1) a®e®i=0 1=a®f®k |(1)
(2) bafdj=1 1=b®g®m | ()
3) dogek=1 o=den@n |(3)
4 dor®m=1 | ] 0=d®i®o |4

Takoder, budu¢i da se svaki bit u v pojavljuje u nekoj od jednadzbi (Cetiri jednadzbe pokrivaju svih 12
bitova), slijedi da je broj jednadzbi Cija desna strana ima vrijednost 1, jednak broju preokrenutih
bitova. Onda imamo da ako se praskovita pogreska duzine cCetiri ili manje uvede u v, otkriva se
pogreska. Osim toga, broj 1-elemenata u sindromu pogreske, jednak je broj pogre$nih bitova.

Primjer Obrnimo vrijednosti f; ig i i. Buduéi smo izvorno imali da je b@®f®j = 0, cDg®k = 0, a®bDi =

0, sada imamo da je: a®e®i = 1, b®fDj = 1, cPg®k = 1. Cetvrta jednadzba nije se promijenila, jer se
bitovi d, h, m nisu preokrenuli.

razmak=4 a b c dleifigih i j k m|n o razmak=5
(1) a®ed®i=1 1=a®f®k | (1)
@  bofej=1 1=b®g®pm| ()
3) c@g@®k=1 O=c®h®n |(3)
4) d®h®m=0 0=d®i®o |4

5.2.2. 5.2.2. PRASAK PROIZVOLJNE DULJINE

Poop¢imo sada prethodnu ideju za slucaj gdje Zelimo otkriti prasak opcée duljine ¢ koji se pojavi u
primljenoj kodnoj rijeci u kojoj imamo k informacijskih bitova. Informacijskih & bitova kodira se u

6 Razraditi kao viezbu!
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rije¢i duljine £+ dodavanjem ¢ paritetnih bitova. Zadatak ovih paritetnih bitova je oblikovati rijeci koje
imaju sljedece svojstvo: zbroj svih bitova (pocevsi prvim bitom) koji su razdvojeni ¢ mjesta, je 0.

Zbroj svih bitova koji su razdvojeni ¢ mjesta (pocevsi drugim bitom), je 0 i itd.. To se ponavlja do se
ne zbroje svi bitovi razdvojeni ¢ mjesta, pocevsi (#—1)-im bitom. Ovaj zbroj jednak je 0. Na primjer,
uzmimo slucaj gdje je k = 13, t = 5. Ovdje ¢emo pretvoriti informacijski vektor duljine 13 u kodne
rije¢i duljine 18.

informacijski vektor duzine 13 paritetni bitovi

3 4 56 7 8 9 01 2 3|4 5 6 7 8

c del|lf g h i jlk m nlo plgqg r s

1 2
a b

(1) a®fPk®g=0
() b®g®m®r=0
3) COhDOn®s=0

4) d®i®o=0

(%) e®j®p=0
Ova kodna rije¢ imat ¢e sljedeca svojstva:
1. Zbroj bitova na mjestima #1, 6, 11, 16 jednak je 0. [1......... 13:00 p0 0]
2 Zbroj bitova na mjestima #2, 7, 12, 17 jednak je 0. |1......... 13:000p0
3 Zbroj bitova na mjestima #3, 8, 13, 18 jednak je 0. |1......... 13:0000 p
4.  Zbroj bitova na mjestima #4, 9, 14 jednak je 0. | 13: p0000
5 Zbroj bitova na mjestima #5, 10, 15 jednak je O. | D 13:0p000

5.2.3.  5.2.3. SUSTAVAN KOD CIKLICKIH SVOJSTAVA

Izborom bitova 14, 15, 16, 17 1 18 kao paritetnih, kod moze postati sustavan. Svaki paritetan bit
pojavljuje se u razli¢itome zbroju pa se uvijek moZe odabrati tako da taj zbroj iznosi 0. Imajte na umu
da u prethodno navedenome primjeru, duljina kodne rijeci (13) nije posljedica praska duljine 5, Sto je
bio slucaj u prvome primjeru. Medutim, zbog prikladnosti i za prakti¢éne svrhe, pretpostavljamo od
sada pa nadalje, da je duljina kodne rijeci posljedica duljine praska. Takoder je vazno napomenuti da
je broj paritetnih bitova koji omogucuju otkrivanje praskovite pogreske duljine #, jednak ¢, gdje je ovaj
broj neovisan o duljini informacijskoga vektora. Prethodni opisi sugeriraju kako napraviti krugove
kodiranja/dekodiranja za otkriti niz uzastopnih pogresSaka duljine #, a prikazuje ih slika 5.2.

] uuui'—_)D_l
I 3210987654321
01101111100a11
3210987654321 01111 FribeBTES43LY
FZI098765422 1] r> r> 0111100010011
: I

AL LR L LA AL @-r} aanmmanaannnll
L !
a) koder b) dekoder

Slika 5.2: Krugovi za otkrivanje praskovite pogreske®’

==

EIE

Paritetni bitovi Sto ih stvara koder, jednaki su zbroju informacijskih bitova razmaknutih za ¢ mjesta u
informacijskome vektoru. Dekoder dodaje te bitove primljenoj poruci, razmaknute za ¢ mjesta. Njithovi
sadrzaji oblikuju sindrom pogreske.

5.3. 5.3. Povezanost izmedu uzorka pogreske i ciklickih pomaka sindroma pogresSke
Definicija Uzorak praskovite pogreske duljine 7 binarni je vektor duljine ¢ ¢iji 1-elementi odgovaraju
mjestima gdje postoji pogreSan bit u prasku i gdje prvi pogreSan bit naznacuje polozaj #1 u uzorku.

Primjer Razmotrimo (12, 8) kod, namijenjen otkrivanju pojave praskovite pogreSke duljine 4 ili
manje.®® Oznagimo primljenu poruku m = [m, n, ¢, #£-s. t, #. v, w. x, y, z]. Ako su m, n, r pogresni, onda

%7 Napraviti vjezbu!
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Slika5.1%20Koder.circ
Slika5.1%20Dekoder.circ

je praskovit uzorak [1101], jer su pogresni bitovi na prvome, drugome i ¢etvrtom mjestu, pocevsi od

m, Ciji je polozaj #1. Ako su pogresni bitovi #-s#, praskovit uzorak je ponovno [1101] pocevsi od 7 pa
je mjesto pogresnoga bita u prasku opet prvo, drugo 1 cetvrto.

Ako su pogresni u i w, onda je praskovit uzorak [1010]. Ako je jedan bit pogreSan, uzorak praska je
[1000], jer prvi pogresan bit (Sto je samo jedna pogreska) oznaCava pocetak praska prema nasoj
definiciji. Imajte na umu da u kodu oblikovanome za otkrivanje/ispravak praska duljine ¢ ili manje,
uzorak praska uvijek je duljine 7 i zavrSava ponekad nulama.

Razmotrimo slucaj u kojemu se pogreske dogadaju na kraju poruke i ograni¢ene su na manje od ¢
mjesta. Na primjer, y i z u poruci m su pogresni. U tomu slucaju, uzorak praska je 1100, Sto znaci da se
umjetno pridruzuju dodatne dvije nule kako bi uzorak imao duljinu ¢. Uvijek se drzimo pravila da prvi
pogresan bit u primljenoj poruci odreduje pocetnu to¢ku praska. To naravno, znaci, da uzorak praska
uvijek pocinje jedinicom "1". Pomakom poruke m = [m, n, g, r, s, t, u, v, w, x, y, z] u dekoder oblika
prikazanoga na slici 5.2.b, daje sindrom pogreske s = [so, 51, 52, 53], Zza koji vrijede:

So=mDsDw

S1I=n®t®dx
S =q@udy
S3=r®vdz

Tablica 5.1 popisuje moguce pogresne bitove u m (spadaju u prasak duzine 4), njihov odgovarajuci
uzorak praska i u¢inak pogreske na vrijednosti sy, 51, 52, 53.

Tablica 5.1 Odnos izmedu pogresnih bitova u m, uzorak praska i sindrom generirane pogreske

Pogresni bitovi u m | Uzorak pogreske | so | s1 | $2 | 53
m,n,q,r [1111] 11|11
q,r,8,t [1111] 1|1 |1]1
q,r,t [1101] 0|1 [1]1
tL,w [1001] 1| 1]0]0
u, x [1001] 0|1 [1]0
y [1000] 0]0|1]0

Tablica pokazuje veliki problem u vezi otkrivanja pogreske praska. Sindrom pogreske je ciklicki
pomak uzorka praska. Daljnje pojedinosti u vezi ove pojave obradit ¢e se u nastavku.

5.4. 5.4. Povezanost poloZaja pogreSke praska i veli¢ina ciklickoga pomaka izmedu
uzorka praska i sindroma pogreske

Definicija Polozaj pogreske praska unutar poruke indeks je prvoga pogresnoga bita. Prvo mjesto u
primljenoj poruci ima indeks 0.

Slika 5.3 prikazuje primljenu poruku m' = [abcdefghijkmnpgrstuvwxyz] duljine 24.

Zi: ITT \Il
11 01 1 1 1] l1T 0 1 1 1 O0|J]1 0 1 1 1 O]
0 1 2]3 4 5 6 7 8 9 10 11 12|13 14 15 16 17 18|19 20 21 22 23
|a b|cdef|g hl'i jlk m|n p g rijls tlu v w x|y z
0 1 2 3 4|5 6 7 8 9 10 11 12 13 14|15 16 17 18 19 20 21 22 23
|1 1 1 0 1 0] |1 0 1 1 1 1]
I I
IT IV
Vazna napomena: Jedinice nazna&uju pogreSne bitove u svakoj skupini (I, II, ...,V), a ne vrijednost bita.

Slika 5.3: Primljena poruka duzine 24 i nekoliko razlicitih praskovitih pogresaka

% Napraviti viezbu!
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Primljena inadica kodne rije¢i m, je (24, 18) kod®. U svrhu otkrivanja pojave praskovite pogreske
duljine 6 ili manje, pridruzujemo Sest paritetnih bitova. Razmatramo slucajeve u kojima se dobije m' iz
m uvodenjem u m pet mogucih praskova pogreske, oznaceni kao I, II, III, IV, V. Polozaji ovih
blokova podataka naznaceni su na slici, kao 1 njihov uzorak.

Uzorak oznacen I, znaci da su pogresni bitovi a, ¢, d, e, f. Praskoviti uzorci I i IV su isti, kao §to su III i
V, ali se javljaju na razli¢itim mjestima. Samo jedan od ovih praskova smije se pojaviti u odredenome
trenutku. Svrha crtanja njih pet na jednoj slici, jest odvojeno analizirati uc¢inak svakoga od njih.
Tablica 5.2 popisuje odnose medu praskovitim uzorcima, njihov polozaj u primljenoj poruci te nastale
sindrome.

Tablica 5.2 Odnos izmedu uzoraka praskova, njihov polozaj i sindromi stvorene pogreske

Broj praska Uzorak Veli€ina posmika Polozaj praska Sindrom pogreske | =
I 101111 0%6 =0 0 101111 [N
II 111010 2%6 =2 2 101110 \
III 101110 10%6 = 4 10 111010 \
v 101111 12%6 =0 12 101111 . \\\
\ 101110 16%6 = 4 16 111010 N

Ovdje opet uodavamo ¢injenicu koja se veé prikazala u tablici 5.1. Sindrom je cikli¢ki pomak uzotka
praska, ukljucujuéi slu¢aj u kojemu je posmik 0, §to zna¢i da je sindrom jednak praskovitome: Ezorkl\;.
Za prasak I, ciklicki pomak je 0. Za prasak II cikli¢ki pomak je dva mjesta u lijevo, $to znaci da se
sindrom mora ciklicki pomaknuti dva mjesta u lijevo kako bi se poklopio s uzorkom praska. Za prasak
IIT moramo ciklicki pomaknuti sindrom pogreske Cetiri mjesta u lijevo kako bi se dobio uzorak praska.
Za prasak IV cikli¢ki pomak je nula, a za prasak V, ciklicki pomak je ¢etiri. Ove brojeve daje nam
izracun u tablici 5.3.

Tablica 5.3 Sazetak odnosa mjesta praska i broja posmika sindroma pogreske

Praskovit uzorak 1 II III v A%
PoloZaj praska 0 2 10 12 16
Izravan odnos 0%6 =0 2%6=2| 10%6 =4 12%6=0| 16%6=4
Broj posmika 0 2 4 0 4

U tablici 5.3 sazimamo mjesto pocetka svakoga od pet praskova kao i1 koliki pomak u lijevo treba
napraviti sindrom pogreske da bi se podudarao s uzorkom praska.

Postoji izravan odnos izmedu brojeva u drugome 1 trecemu retku tablice 5.3. Brojevi u tre¢emu retku
dobiju se diobom 6 1 uzimanjem ostatka odgovarajucih brojeva iz drugoga retka. Nakon ove operacije,
0 u drugome retku daje ostatak 0 u etvrtome retku, 2 daje ostatak 2 (nakon diobe 2/6 ostatak je 2), za
10 dobije se ostatak 4, za 12 je ostatak 0, a 16 daje ostatak 4. Algoritam izra¢una dat ¢e se poslije.

Oznacavanje Ostatak dobiven nakon diobe broja m brojem n, obiljezava se kao m mod n.

Primjer Dijeljenjem 16 sa 6 daje 4 kao ostatak. KoriStenjem gornje oznake kazemo da je 16 mod 6 =4
ili 16 je kongruentno 4 modulo 6, a pise se: 16 =4 (mod 6). Znak "=" &ita se "kongruentno"”’

Jos primjera: 100 mod 9 =1; 20 mod 5 =0; 27 mod 7 = 6; 38 mod 8 = 6.

Zakljucak 5.1 Neka je ¢ kod za otkrivanje pogreSaka praska. Neka ¢ oznac¢ava duljinu praska kojega
treba otkriti 1 neka je duljina kodne rijeci djeljiva s 7. Neka x oznacava poloZaj pogreske praska unutar
primljene poruke. Ako p oznaCava uzorak praska, a s oznaCava sindrom pogreske Sto proizlazi iz
praska, onda se p dobije ciklickim pomakom u lijevo za x mod ¢ mjesta.

% Napraviti vjezbu!
70 kongruencija ... (lat. congruere) podudarati se; 1. skladnost, suglasnost, sukladnost, istovjetnost, podudaranje i u obliku i
u veli¢ini; podudarnost; 2. gram. srocnost; slaganje reCeniCkih dijelova; kongruentan, -tna, -tno - suglasan, srocan,

sukladan, istovjetan, podudaran (i u obliku i u veli€¢ini), kongruirati, -gruiram - biti u kongruenciji, slagati se, sricati se
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Jo§ jednom objasnit ¢emo Zakljucak 5.1 razmatranjem slucaja n = 100, ¢t = 10. Neka prasak (duljine
10) zapocne u poruci (duljine 100) na mjestu #87 (x = #87). Ako je p uzorak ovoga praska, a s je
dobiven sindrom pogreske (p i s su dugacki 10 bitova), onda se p dobije ciklickim pomakom za s
mjesta u lijevo 7 puta (87 mod 10 = 7).

5.5. 5.5. Uvjeti pod kojima je moguce otkriti toan praskovit uzorak

U tablici 5.4 navedeni su svi moguci sindromi pogresaka koji odgovaraju trima posebnima uzorcima
praskova duljine 5.

Tablica 5.4 Neki uzorci praskova duzine 5 u kojima su pogreske ogranicene na prva tri mjesta i svi
moguci odgovarajuci sindromi pogresaka

uzorak praska | mogu¢ sindrom pogreske

10100 10100
01010
00101
10010
v 01001,

11000 11000

00110
00011
10001

10000 10000

00010
00001

Svojstvo ovih uzoraka jest ¢injenica da su pogreSke ograni¢ene na prva 3 mjesta. Moguci sindromi
pogresaka su svi moguéi ciklicki pomaci praskovitoga uzorka. Napomenimo sada yrlo vaznu
ginjenicu’. Od pet ciklickih pomaka uzorka, postoji samo jedan uzorak §to zapocinje jednom 1, a
zavrsava s dvije 0. Ovo je istinito za sve slucajeve 1 moze se dokazati. Ovaj posmik je posmik #0 tj., on
sam je uzorak. To znali da je moguce odrediti tocan oblik uzorka praska p duljine 3, pomocu koda
namijenjenoga otkrivanju praska duljine 5. To se radi ciklickim pomakom sindroma pogreSke (duljine
5) dok sindrom pogreske ne zapocne jedinicom 1 ne zavrsi s dvije nule.

Takvo mjesto jedinstveno je i njegova prva tri bita jednaka su uzorku praska p. Na temelju Zakljucka
5.1, ako duljina poruke nije veéa od 5, a x je mjesto prvoga pogresnoga bita u primljenoj poruci, onda
se postupak odredivanja uzorka praska p takoder dobije kao x mod 5. Jednostavno izraCunamo koliko
puta moramo napraviti ciklicki pomak sindroma u lijevo dok se ne dobije jedinica na pocetku i dvije 0
na kraju. Ovaj rezultat moze se poopciti kako slijedi:

Zakljucak 5.2 Neka je C kod za otkrivanje pogreSaka praska. Neka u oznacavaju duljinu praska koji se
otkriva 1 neka je duljina kodne rijeci djeljiva s u. Ako duljina praska koji se stvarno pojavljuje u
odaslanoj poruci ne prelazi [(u+1)/2], moguce je otkriti toCan uzorak praska. Takoder, moguce je
izracunati x mod u, gdje x oznaCava poloZaj praska.

Da bi se ispravile pogreske i poznajuci uzorak praska, jedina stvar koju moramo znati je x. Uvjeti
navedeni u Zaklju¢ku 5.2 omogucuju nam poznavanje x mod u. U nastavku se prikazuje Sto jo$
trebamo, kako bi u potpunosti odredili x.

" VIF ... vrlo vazna &injenica
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11. Laboratorijska vjezba 10: Otkrivanje i ispravak praskovite pogreske

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”
5.2. Otkrivanje jednostrukih praskovitih pogreSaka

5.2.1. Opc¢a razmatranja
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5.6. 5.6. Odredivanje poloZaja praska u pogreSci

5.6.1. Kineski teorem o ostatku i njegova primjena u ispravcima praskovitih pogreSaka,

5.6.1. 5.6.1. KINESKI TEOREM O OSTATKU | NJEGOVA PRIMJENA U ISPRAVCIMA PRASKOVITIH
POGRESAKA

5.6.1.1. 5.6.1.1. Temelji modulo aritmetike
Rimski car Julije Cezar u komunikaciji sa svojim prijateljima koristio se tajnopisom (3ifriranjem’?). U
njemu bi se slova otvorenoga teksta zamijenila slovima koja su se u abecedi nalazila 3 mjesta dalje od
njih:

A=D, B=E C=F,...
U primjerima, koristit ¢emo medunarodnu abecedu od 26 slova. Cezarovim tajnopisom nazivaju i se
tajnopisi istoga oblika, pomaka razli¢itoga od 3. Za to¢no definirati Cezarov tajnopis, uvodi se
prirodan preslik jedan na jedan (bijekcija) izmedu slova abecede (A + Z) i cijelih brojeva (0 + 25).
Skup Z»¢ oznacit ¢emo kao:

Z26 = {0, 1, 2, N 25}

1 pretpostavit ¢emo da su na njemu definirane operacije zbrajanja, oduzimanja 1 mnozZenja na isti nacin
kao i na skupu cijelih brojeva, ali tako da se rezultat, ukoliko je izvan skupa
226 = {05 15 25 0009 25}’

na kraju zamijeni njegovim ostatkom pri dijeljenju s 26. Za te namjene, koristit ¢emo oznake:

zbrajanje (+26)

la +26 H ili [(a + b) mod 6],

oduzimanje (=2¢)

la 56 ] ii [ — b)| mod 2],

mnozenje (126)-

la 726 4 iti [(a - )] mod 2d].

Npr.:
(10 +20) mod 26 = +30 — 26 =4,
(10 -20) mod 26 =—-10 + 26 = 16.

Skup Z»6, uz operacije +z6 1 26, zadovoljava aksiome matematicke strukture koja se zove prsten. To
znaci da su operacije zbrajanja 1 mnoZenja

° zatvorene u Zyg,
rezultat je ponovo 1z Zyg,

o komutacijske,

a+b=b+ya,

a-26b=b-26a,i
J asocijacijske,

(a +26 b) +26 ¢ = a +26 (b +26 ©),
(@ 26 b) 26 ¢ = a +26 (b 26 ©).

Vrijedi razdioba mnoZenja u odnosu na zbrajanje

(a +26 b) 26 ¢ = (a 26 ¢) 26 (D 26 C).

2 Sifrirati ... (fr. chiffrer) 1. Pisati tajnim pismom; 2. trg. cijenu robe oznaéiti tajnim znacima umjesto obiénim brojevima
koje svatko razumije.
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Broj 0 je neutralan element za zbrajanje

A+ 0=0+ga=a
te svaki element a ima suprotan element (adicijska reciprocna vrijednost) —a.
Za a # 0 to je broj 26—a, jer vrijedi:

a +6 (26 —a) = (26 —a) +26 a = 26 mod 26 = 0.

Nadalje, broj 1 je neutralan element za mnoZenje

a26l=196a=a,
no samo neki elementi a imaju multiplikacijski suprotan element a”', tj. element za koji vrijedi:

a -6 a'=a' 26a=1.
Uvedimo jos jednu oznaku:
Ako dva cijela broja a 1 b daju isti ostatak pri dijeljenju s 26, to ¢emo zapisati kao:
a=b (mod 26)
1 izgovarati kao:
"a 1 b su kongruentni modulo 26".

Za proizvoljan prirodan broj m, slicno se definiraju: skup Z,, i operacije na njemu. Primijetimo da
zamjena slova brojevima jo§ nije nuzna. Mogli smo sve definirati izrazima slova i njihovim
pomicanjem unutar abecede te objasniti Sto se dogada ako se preskoci zadnje slovo.

Cezarov tajnopis definira se na sljede¢i na¢in:” Neka je P= C= K = Zy. Za 0 < K < 25 definiramo

ex(x) = (x + K) mod 26, dx(y) = (v — K) mod 26.

Kao $to smo vec¢ objasnili, tajnopis se definirao na Z,s buduci da koristimo 26 slova pa imamo sljedeci
preslik, koji za svako slovo abecede daje njegovu "brojcanu jednakost":

A/B|C|IDIE|FIG|H|I|J|K|[L|IM|N|O|P|Q|R|S|T|U|]V | W|X]|]Y ] Z

0)]1/2]3[4|/5/6|7|8|9]10 11|12 |13 |14 (1516 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25

U Cezarovome tajnopisu (Sifri), osnovni elementi (simboli) otvorenoga teksta su slova odnosno
njihove brojcane istoznacnice (ekvivalenti), a klju¢ K odreduje koliko ¢emo mjesta (u desno/lijevo)
pomicati slova pri tajnopisu. O¢ito je dx(ex(x)) = x, kao Sto se zahtijeva u definiciji kripto—sustava74. Za
K = 3 dobije se izvoran Cezarov tajnopis.

5.6.1.2. 5.6.1.2. Primjer 5.1. Otkrivanje (dekriptiranje) znac¢enja rije¢i PWNUYTLWFKNOF dobivene
Cezarovim tajnopisom.

RjesSenje:

Budu¢i da je prostor kljuceva jako malen (ima ih 26) zadatak mozemo rijesiti "grubom silom", tj. tako

da ispitamo sve moguce kljuceve, sve dok ne dodemo do nekoga smislenoga teksta. Za dy, d;, da, ...

dobivamo redom:

PWNUY TLWTFIKNOF
O VMTX S KV EJMNE
N UL SWRJUUD I L MD
M T KR V QI T CHIKLC
L S JQUPH SBGJ KB
K R 1 P T OGRAF I J A]

Dakle, kljuc je K =5, a skriven tekst je KRIPTOGRAFIJA.

Da bismo dobili barem malo sigurniji tajnopis, mozemo promatrati funkcije za tajnopis koje ce
ukljucivati viSe od jednoga parametra. Najjednostavnija takva funkcija je afina funkcija pravca, e(x) =

7 Kripto-sustav je uredena petorka (P, C, K, E, D).
™ kripto ... (gr&. krypto, kryptos) skrivam, krijem predmetak u slozenicama sa znaenjem: skriven, tajan
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ax + b”. No, tu se pojavljuje nov problem, jer takva funkcija na skupu Z,s ne mora imati suprotan
element (nije nuzno injekcijski preslik’®). Zato parametar a nije proizvoljan, ve¢ je relativno prost broj
uz modulo 26.

5.6.1.3. 5.6.1.3. Najveca zajednicka mjera

Najveéa zajedniéka mjera GCD (greatest common divisor)”’, dvaju prirodnih brojeva n i m najveéi je
broj j, takav da su n i m viSekratnici od j. Euklid je predlozio jednostavan algoritam za raunanje
GCD(n, m), gdje je n > m, a on se temelji na konceptu poznatome kao kineski teorem o ostatku.
Osnovna ideja algoritma je da se viSe puta izvede modulo racunanje uzastopnih parova niza koji
pocinje (n, m, ...), dok se ne dosegne nula. Zadnji ne nulti broj u ovome nizu izmedu » i m je GCD. Na
primjer, za n = 80844 1 m = 25320, niz je kako slijedi:

80844 mod 25320 = 4884 = 80844 - (|80844/25320] - 25320)78

25320 mod 4884 = 900 = 25320 - (|25320/4884. - 4884)

4884 mod 900 = 384 = 4884 - (14884/900] - 900)

900 mod 384 = 132 = 900 - (L 900/384] - 384)

384 mod 132 = 120 = 384 - (1384/132] . 132)

132 mod 120 = 132 - (132/120] - 120)

120 mod 12 = 0

Dakle, GCD za brojeve 80844 i 25320 je [12]

Iskaz Euklidova algoritma koriStenjem primjera 1599 1 650:
1599 = 650%2 + 299

650 = 299*2 + 52
299 = 52%5 + 39
52 = 39*1 +

39 = 13*3 + 0

Slika 5.4 prikazuje dijagram toka algoritma za izraun najvecega zajedniCkoga djelitelja GCD
(greatest common divisor) dvaju brojeva a 1 b na mjestima A 1 B.

START

START

intx,y;

cout<<"Unesite 2 cijela broja:\n";

Funkcija main()  |cin>>x>>y; Funkcija ged()
COUt<<"GCD("<<x<<", "<<y<<") = "

<<gcd(x,y)<<endl; r=m%n;

m=n;

n=r;

END |

—

Return

(n!=0)

END
Slika 5.4: Dijagram toka algoritma (Euclid's algorithm) za izracun najvecega zajednickoga djelitelja
GCD (greatest common divisor) dvaju brojeva a i b na mjestima nazvanima A i B.

Algoritam se ostvaruje uzastopnim oduzimanjem u dvije petlje: IF provjera, B > A daje "da" (ili istinu)
(to¢nije broj b na mjestu B je veci ili jednak broju @ na mjestu A) THEN algoritam pridruzuje B «— b—

™ Afina funkcija - funkcija F(x) = ax + b, gdje su a, b realni brojevi. Naziva se i linearnom funkcijom. Naziv je 1748. god.
uveo Euler prema latinskoj rijeci affinitas, $to znaci srodstvo po muzu ili zeni.

% Vidi poglavlje "10.4.3. Injekcija, surjekcija, bijekcija"

7 Vidi LCM

" Par oznaka "[a/b]", znage cjelobrojnu vrijednost diobe dvaju brojeva.
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a (Sto znaci da broj b zamjenjuje staru vrijednost b). Sli¢no tome, IF A > B, THEN (pridruzuje) A «
a—b. Postupak zavrSava ako je (sadrzaj) B jednak 0, ¢cime se odreduje GDC u A.

12, Najveci zajednicki djelitelj GCO

#include <iostream>
using namespace std;

int ged(int m,int n) {

int r; // obznana ostatka
while (n!=0) {

r=ms%n;

m=n;

n=r;

}

return m;

}

int main() {

int x,y;

cout<<'"Unesite 2 cijela broja:\n";
cin>>x>>y;

cout<<"GCD ("<<x<<", "k<y<<") ="
<<gcd (x,y)<<endl;

}

C:\windows\system32\cmd.exe
Unesite 2 cijela broja:
83

GCD(8,3)=1
Press any key to continue . . .

5.6.1.4. 5.6.1.4. Kineski teorem o ostatku

Neka su p i ¢ dva relativno prosta broja (znaéi da je najveci broj kojime su oba djeljiva jednak 1)".
Ako je x ograni€en na raspon izmedu 0 i pg—1, onda, znaju¢i vrijednosti x mod p i x mod g, moguce je
jedinstveno odrediti x.

Teorem navodi i postupak za odredivanje x iz x mod p i x mod ¢.*" Takoder treba napomenuti da
teorem ima opcenitiji oblik. Zbog jednostavnosti, ovdje smo prihvatili poseban slucaj.

Primjer Brojevi 3 1 8 su relativno prosti. Obzirom da su x mod 3 =2 i x mod 8 = 4, jedinstveno rjeSenje
zax je, x = 20.
x%3=2=x=2(mod3) =>xmod3=2=x-2=y -3 (znak '=' Cita se kongruentno)
x%8=4=x=4(mod8) =>xmod8=4=x—-4=2-8

3y+2=8z+4
3y=8z+2
_8z+2
3
Postupkom ustrajnoga ponavljanja (iteration) trazi se rjeSenje kao visekratnik nazivnika:
8-0+2 2 e
Zaz=0= y= 3 = 3 => (nije rjeSenje)

™ Dva broja su "relativno prosta", ako nemaju zajednickih faktora osim 1 (drugim rije¢ima, ne moZete ih ravnomjerno
podijeliti nekom zajednickom vrijednosti). Primjer: 7 i 20 su relativno prosti (nemaju zajednicki faktor), ali 6 i 20 nisu
relativno prosti, jer svakoga od njih mozete podijeliti s 2 (2 je zajednicki faktor).
8 CRT ... Kineski teorem o ostatcima (Chinese Remainder Theorem)
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8-1+2 10

Zaz=1= y= 3 :? = (nije rjesenje)
Zaz=2:>y:8'23+2=§=6:>(jerje§enje!):>y=6
la*y+b = c*z+d)
3y+2=8z+4
8z+4=3y+2=82=3y-2
Z:3y—2
8

C3y-2 3.0-2 -2

Zay=0= z 2 2 =7;:DOMeﬁﬁmﬁ@
ZUF4:32=§%52=§:>mwmwkm@
Zay=2= z=3'28_2=§ = (nije rjeSenje)
Zay=3= z= 3.38_2 :% = (nije rjesenje)
Zay=4= 2:3.‘;_2:% = (nije rjesenje)
Zay=5= z= 3.58_2 zg = (nije rjesenje)
Z@y=6:>z=3'2_2=%§=2:3Geﬁe%nwbz=2

x—2=y-3=>x=3y+2=3-6+2=18+2=20
x—4=z-83=>x=82+4=8-2+4=16+4=20
Programsko rjesenje:

} — x=20

13.  Modulo matematika za 2 kongruentna izraza

//1. Ispitati SVE raspolozive primjere!
//2. napraviti funkciju za proizvoljan broj
jednadzbi

//3. ispitati jesu 1li odabrani brojevi (a i
c) relativno prosti brojevi (RPB)

//4. napraviti funkciju za pisanje u jednoj
crti

#include <iostream>

using namespace std;

//a*y+b=c*z+d | C:\windows\system32\cmd.exe
int rpb(int,int,int); x % 3 ostatak je: 2

int upis(); x % 8 ostatak je: 4

int gcd(int,int); x=20

int izracun(int,int,int,int); Press any key to continue . . .

int a,b,c,d,x; //x%a=b x%c=d

int main () {

int y,z;

upis () ;

ged(a,c);

int i(0);
//i=rpb(a,c,i);

//if (i==1) return(0) ;
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13.  Modulo matematika za 2 kongruentna izraza

y=izracun(a,b,c,d);

//cout<<y<<endl;

z=izracun(c,d,a,b);

//cout<<z<<endl;

if (a*y+b==c*z+d) cout<<"x="<<a*y+b<<endl;
}

int upis|() {

cout<<"x % ";

cin>>a;

system("cls") ;

cout<<"x % '"<<a<<" ostatak je: ";
cin>>b;

cout<<"x % ";
cin>>c;
system("cls") ;

cout<<"x % "<<a<<" ostatak je: "<<b<<endl;
cout<<"x % "<<c<<" ostatak je: ";

cin>>d;

return O;

}

int izracun(int e,int f,int g,int h) {
int u(0);

float v;

for (u=0; (g*u+h-£f) %e!=0;u++) {
//a*y+b=c*z+d

v=(g*u+h-£f) /e;

}

//cout<<"g*u+h-£f="<< (g*u+h-£f) $e<<"
v="<< (g*u+h-f) /e<<endl;
v=(g*u+h-£f) /e;

return (v);

}

int rpb(int x,int y, int i) {

if (x%y!'=0&&y%x!=0) {

cout<<x<<" i "<<y<<" nisu djeljivi'\n";
return(l) ;

}

return (0) ;

}

int ged(int m, int n) {
int r; // obznana ostatka
while (n!=0) {

r=m$%n;

m = n;

n=r;

}

return m;

}
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Nekoliko primjera: Neka su: x mod 5 =1 1ix mod 3 = 0. Rjesenje je x = 6.

y1=x%5=1 yvi=@x:5+1
2 =x%3=0 »=x:3)+0

Neka su: x mod 5=21xmod 7 =5. RjeSenje je x = 12.

y1 =x%5=2 yi=x:5+2
v =x%T7=35 y=x:7)+5

Neka su: x mod 5 =2 ix mod 7 = 4. Rjesenje je x = 32.

y1=x%5=2 yi=@x:5+2
=x%T=4 m=x:7)+4

Zakljucak 5.2 pokazuje nam kako mozemo dobiti x mod u unutar primljene poruke, gdje je x mjesto
praska duljine 7, za u = 2¢-1.

Obzirom na kineski teorem ostatka CRT (Chinese Remainder Theorem), potpuno odredivanje x
moguce je ako je poznata druga vrijednost oblika x mod v. Ako su u i v relativno prosti (najveci broj
kojime su oba djeljiva jednak je 1), onda jedinstveno mozemo rijesiti x, sve dok duljina poruke ne
prelazi u-v. Kako je indeks prvoga mjesta u poruci jednak #0, duzina u-v osigurava da niti jedan indeks
polozaja ne premasuje vrijednost (u-v)—1, ¢ime se osigurava da x ima jedinstveno rjeSenje. Da bi imali
jos§ jednu vrijednost oblika x mod v, generiramo kodnu rije¢ koja ¢e zadovoljiti daljnji skup paritetnih
jednadzbi. Za omoguditi otkrivanje praska pogresaka duljine u, znaci da je zbroj svih bitova u kodnoj
rije¢, koja je razmaknuta za u mjesta, po€evsi bitovima #0, 1, ..., u—1, jednak 0. Ovaj skup nadalje
pokazuje da je zbroj svih bitova koji su razmaknuti za v mjesta, pocevsi bitovima #0, 1, ..., v—1, jednak
0. U praksi, vrijednost v odabire se da tako da bude sam 7 (gdje je u = 2¢-1).

Primjer za u =5 1 v = 3 zahtijevamo da bitovi kodne rije¢i [abcdefghijkmnpq] zadovoljavaju sljedece
jednadzbe:

a®f®k=0 vidi gore

b®g®m=0 3= (- 3)+2 T
cOhOn=0 %8 = (z- 8) + 4 }—)
d®i®p=0 ° CRT
e®jDg=0

kodna rijec¢ takoder treba zadovoljiti jednadzbe:

a®dd®g®jDn=0
b®e®@h®@k®p=0
cOfRidm®g=0
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12. Laboratorijska vjezba 11: BCH kod

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na "Sustavu za podrsku nastavi”

1 G od Galois
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5.7. 5.7. Ispravak praskovitih pogresaka

5.71.  5.7.1 CJELOVIT POSTUPAK ISPRAVKE POGRESAKA

Sada pokazujemo cjelovit postupak ispravke pogresaka.® Zbog laksega objasnjenja oslonit ¢emo se na
sljedecu raspravu o to¢no odredenome slucaju gdje je u = 5 i ¢t = 3. Neka je primljena poruka m' =
[101101000100010]. Njena poslana inac¢ica m zadovoljava prethodno navedenih osam jednadzbi.
Zatim se u m uvodi praskovita pogreska duljine ne veée od 3, oblikujué¢i m'. Neka x oznacava polozaj
praskovite pogreske u m'. Na temelju Zakljucka 5.2, iz sindroma pogreSske mozemo odrediti uzorak
praska, kao x mod 5. Prijemnik zapocinje dekodiranje izracunom sindroma s = [so, s1, 52, §3, S4]. Bitovi
sindroma dobiju se zbrajanjem tih bitova iz m' koji su razdvojeni 5 mjesta:

S50=a®fDk=0 ¢
s5o=1®1®0=0 "
sS1=b®g®m=0 . '
S1=0(-B0(-B0=01%m'=[abcdefghi]kmnpq]§
$=c®h®n=0 m' = [ 1 01 1010001 000T10]
$=1@000=1 °>im' = [ #0 #7 #9 1
s$3=d®i®p=0 P
53=1®0®1=0
s4=e®@jDg=0 5
_szZooleo=t1.

Prijemnik sada mora uzeti sindrom pogreske [00101] i napraviti cikli¢ki pomak u lijevo dok se nal

o&etku uzorka ne pojavi 1|, [a uzorak ne zavrsi s dvije| nule (00)**. Ovo se dobije pomakom sindroma
ciklicki za dva mjesta u lijevo, a rezultat je uzorak [10100]. Praskovit uzorak je 101, a x mod 5 = 2.
Sada ra¢unamo sindrom z = [z, zj, z2]. Bitovi sindroma dobiju se zbrajanjem tih bitova iz m' koji su
razmaknuti za 3 mjesta:

z2=1®10001®0=1 m=[10110100010001 0]

z1=000@002001=1 m'=[abcdefghijkmnpq]

2=181800D2020=0 m' = [#0 #7 #9 ]
#7 9

. Primijenimo sada Zakljucak 5.1.
Prema ovome zakljucku, iznos za koji moramo napravitj sindroma [110] u lijevo, kako bi

xmod3=1.

Dva sindroma pogreske sada imaju 2 jedaddzbe: x mod 5 =2 i x mod 3 = 1. Jedinstveno rjeSenje za x
] Imamo, dakle, odreden x jz<dva sindroma pogreSaka, gdj Vit uzorak ve¢ odredio iz

Poznajué ozemo ispraviti pogreske. One su na mjestima 7 1 9 u m' (gdje brojanje
zapoginje s lijeve strane 1 prvi bit je #0).** Za prikazanu tehniku ispravke praska duljine 3 mozZe se
opcenito ustvrditi: prasak duljine  moZe se ispraviti unutar kodne rije¢i duljine u-f gdje je u = 2¢+-1. To
je moguce ako kodna rije¢ ima strukturu koja omogucuje otkrivanje neovisnih praskova duljine u 1 .

Otkrivanje praska duljine u (u kojemu su pogreske ograni¢ena na ¢ mjesta) omogucuje otkrivanje
praskovitoga uzorka i odredivanje x mod u, gdje je x polozaj praska. To se postize pomocu Zakljucka
5.2. Takoder smo primijenili nezavisnu shemu namijenjenu otkrivanju praska duljine 7. Buduc¢i da ve¢
znamo praskovit uzorak, primjenjujemo Zakljuc¢ak 5.1 1 odredujemo x mod ¢. Iz x mod u 1 x mod ¢,
mozemo odrediti x. Odredivanjem poloZaja praskovitoga uzorka, omogucuje nam potpun ispravak.
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5.7.2.  5.7.2. SKLOPOVSKE TEHNIKE ZA ODREDIVANJE PRASKOVITIH UZORAKA | NJIHOVIH
POLOZAJA U SINDROMIMA POGRESAKA

Pokazujemo jednostavnu sklopovsku tehniku za odredivanje uzorka praska i njegovoga polozaja x.
Nacela koja se ovdje primjenjuju temelje se na prethodnim raspravama. Neka s oznacava sindrom
pogreske duljine u, a z oznacava sindrom pogreske duljine 7. Oba sindroma generiraju se iz primljene
poruke. Znamo da je broj mjesta za koje se ovi sindromi moraju pomaknuti ciklicki u lijevo kako bi se
dobili uzorci praska x mod u odnosno x mod ¢. Na temelju definicije iz modulo aritmetike, slijedi da
ako cikli¢ki pomic¢emo svakoga od sindroma u lijevo za x mjesta, pomak z bit ¢e jednak uzorku praska,
a pomak s imat ¢e uzorak praska u svojih ¢ mjesta lijevo.

Na temelju ovoga nacela i bez ova dva sindroma, moZemo ustrojiti jednostavan nacin odredivanje
praskovitoga uzorka i njegovoga polozaja. Jednostavno napravimo ciklicki pomak u lijevo dok lijevih ¢
bitova pomaknutoga s ne bude jednako pomaknutome z, a oba zapocinju s 1. Onda je praskovit uzorak,
pomak z, a broj pomaka koji dovode do ove situacije, polozaj je praska x. Kao primjer promotrimo
slucaj gdje je u = 51 ¢ = 3. Pretpostavimo da je s =[00101], a z=[110]. U nastavku su navedeni oblici
uzastopnih ciklickih pomaka u lijevo za s i z.

pomak™ s z
0 00101 | 110
1 01010 | 101
2 10100 | 011
3 01001 | 110
4 10010 | 101
5 00101 | 011
6 01010 | 110
7 10100 | 101

Nakon 7 pomaka, stigli smo u opisanu situaciju. Uzorak praska za ovaj slucaj je onda [101], a njegovo
mjesto unutar primljene poruke je 7.

5.7.3.  5.7.3. OBJASNJENJE OPASKI
Mozemo zakljuciti ovo pod-poglavlje navode¢i dvije vazne napomene:

1. Utvrdilo se da kodna rije¢ treba neovisno zadovoljiti uvjete koji omogucuju otkrivanje praskova
duljind u 1¢, gdje je u = 2¢-1. Vrijednost 2¢-1 je minimalna vrijednost koju bi u trebao imati. Bilo
koja vrijednost veca od toga omogucit ¢e takoder, ispravak praska duljine ¢, pod uvjetom da
duljina kodne rije¢i ne prelazi u-r. Takoder, u i ¢ trebaju biti relativno prosti (primality)*®. Zbog
ucinkovitosti razmatranja, pretpostavljamo ovdje, ali 1 poslije, sluc¢aj gdje je u jednak svojoj
donjoj granici.

2. Prethodno obradena shema ispravke praska vrijedi samo u sluc¢ajevima u kojima uzorak praska
duljine ¢, nije periodicki (tj., nema dio koji se ponavlja). Ako je uzorak periodicki, onda ima
nekoliko cikli¢kih pomaka koji vode istome uzorku. Uzmite, na primjer, sluc¢aj gdje je uzorak
"sve 1". On je jednak za bilo koji ciklicki pomak. Tako imamo slucaj gdje opisana tehnika za
odredivanje x mod ¢ nece dati jedinstven rezultat, jer se nakon razliCitih pomaka dobije isti
rezultat.

Kako bi prevladali ove poteskoce, mozemo ograniciti vrijednost ¢ da bude prost broj. To ¢e osigurati
da uzorak nije periodicki, osim za slucaj "sve 1", u kojemu slu¢aju to stvarno ne mozemo ispraviti.
Imajte na umu, medutim, da ovdje opisana obrada kodova za ispravak praskovitih pogresaka,
namijenjena je isklju¢ivo uvodenju osnovnih nacela. Nema prakti¢noga koda koji se temelji iskljucivo
na opisanoj tehnici. U profinjenijim shemama, prethodno opisane poteskoce, lako se nadvladaju.

% C++ ... brojevi koraka!
8 primality ... rije¢ ne postoji u rje¢niku (mozda znaéi: prije svega)
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5.8. 5.8. Sklop za ispravak praskovitih pogreSaka — dekoder

Dekoder, koji se opisuje u nastavku, omogucuje automatski ispravak praskovite pogreske duljine 7, a
temelji se na nacelima kineskoga teorema ostatka. Postupak ukljucuje odredivanje uzorka praska i
njegov polozaj unutar primljene poruke. Slika 5.5 prikazuje takav dekoder za slucaj u =5, ¢ = 3.

15 bitova

_ulaz

L
o AT

Slika 5.5: Ispravak jednostruke praskovite pogreske duljine t = 3 u bloku duljine 26—t = 15

R1

R2

A

5.8.1. 5.8.1. OTKRIVANJE PRASKOVITE POGRESKE
Dekoder se sastoji od tri nezavisna registra: R1, R2 i R3 (slika 5.6).

101101000100010 010001000101101
0001000000000000000000 xxxxxxxxxx 7 P o XK XK KX X XxxXxxx0000000000

R1 R1

= >
00000101101 0001 '—m @_. Q0OQOoO0000D1000100

] R2 _qcl IJD_ Rz ||
00101 <-| re ooiot
| |

] [
M=l D=}

Pripaziti na usmjerenje (posmik) lijevo desne. Pripaziti na usmjerenje (posmik) jexe desno.

Slika 5.6: Sklop za otkrivanje praskovite pogreske

Primljen signal duljine 3 - 5 = 15, pomice se istodobno u sva tri registra, gdje registar R1 pohranjuje
poruku. Registri R2 1 R3 predstavljaju standardne sindrom-generatore duzine 5 odnosno 3. Za
objasnjenje, uzmimo poruku m' = [101101000100010] koju smo prethodno razmatrali i napravimo
posmik u krug. Bit koji se prvi posmice u dekoder, prvi je lijevi bit u m' (a vrijednost mu je "1").

Konacan sadrzaj R3 je [110], a konacan sadrzaj R2 je [00101]*". Da bi ispravili m', moramo odrediti
praskovit uzorak u dekoderu i njegov polozaj x. Sada primjenjujemo tehnike opisane u poglavlju 5.6.3.
Posmicemo bitove i u R2 i u R3 sve dok sadrZaj lijeva tri stanja R2 ne bude jednak onome stanju u R3,
gdje je lij%;/i bit jednak 1. Ovdje treba dodati jo§ jedan sklop za otkrivanje (usporedbu) opisane
jednakosti.

Dakle, sadrzaj R2 predstavlja praskovitu pogresku, a broj posmika je mjesto prvoga pogreSnoga bita u
m'. Imajte na umu da pri izradi slike 5.5 nismo koristili dogovor o LFSR s desnim posmikom pa je
ulaz na desnoj strani. To je ucinjeno kako bi krug odgovarao prethodnim objasnjenjima. To e se
poslije "odraziti" na uobicajene dogovore.

5.8.2. 5.8.2. ISPRAVAK OTKRIVENE PRASKOVITE POGRESKE

Pogreske u m' mogu se automatski ispraviti ako se m' posmikne, bit po bit, iz registra R1 zajedno s
ciklickim pomakom u druga dva registra. Broj posmika, potreban za dosegnuti opisanu situaciju (u

%7 Simulacijski primjer na slici ove vrijednosti prikazuje u obrnutome redoslijedu!
% Zadati kao seminarski rad!
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kojoj je sadrzaj hgewa desna tri stanja R2 jednak sadrzaju R3, a hfess desni bit je 1), jednak je
poloZaju x prvoga pogreSnoga bita u m'.

Imajte na umu da, ako se bitovima u m' napravi posmik istom brzinom kao posmik u R2 i R3, onda je
x-ti bit u m' upravo onaj bit koji se pomakne kada se otkrije opisana situacija. Dok R2 u tomu
trenutku sadrzi uzorak praska, pogreska se cjelovito ispravlja dodavanjem sadrzaja R2, bit po bit, trima
bitovima odstranjenima iz R1.

5.9. 5.9. Sklop za ispravak praskovite pogreske - koder

Sada razmatramo sklop za kodiranje koji odgovara dekoderu na slici 5.5. Sindrom-generator sastoji se
od dvaju registara spojenih paralelno, a nacini izgradnje LFSR za kodiranje podrobno su opisani u
poglavlju 4.4. Povratne veze naSega LFSR za kodiranje mogu se odrediti jednadzbom:

|informacij ski vektor x [matrica s 4 ciklicka pomaka vektor-generatora] = povratne veze LFSR kodera|

100001000

010000100 s 3
v;=[1001] - =[100101001] = [x* + x* + x> +x°].

001000010

000100001

Lijevih osam bitova rezultiraju¢ega vektora v3 = [100101001] naznacuju povratne veze LFSR kodera.
Ovaj koder prikazuje slika 5.7.

e

DA,
A

Slika 5.7:Koder koji odgovara dekoderu na slici 5.5

Imajte na umu da smo pri opisu gornjega postupka bili vrlo oprezni. Rekli smo da dobiven koder,
odgovara dekoderu na slici 5.5. Nismo tvrdili da je to - koder. Pod time podrazumijevamo da postoji
drugi LFSR, kra¢i od ovoga gore i on je koder nasega koda. Da bi se razumjelo zaSto, vratimo se
vektorima vy, v, 1 v iz poglavlja 4.4.

Jedini zahtjev bio je da se v; sastoji od linearnih pomaka v; i v,. Jedan od nacina dobivanja takvoga
vektora vz, opisao se kao mnozenje vektora i matrice.

Ovo nije jedini nacin dobivanja vektora koji se sastoji od linearnih pomaka v; i vo. U ovome
posebnome slu¢aju, imamo da su: vi = [1001] 1 v, = [100001000]. To se moze potvrditi provjerom da
se vektor v = [111001110] sastoji od zbroja linearni pomaka v; i v,. Povratne veze LFSR koje
odgovaraju vs, naznacuju njihovih sedam lijevih bitova. Ovaj LFSR prikazuje slika 5.8.

- ubD:r U-BDE"MDBDF ”'jg ;

I ey

| Il
Slika 5.8: Jos jedan mogué koder (x° + x + x* + x> + x° + x7)

b

EE ; )

Kod za ispravak pogresaka ¢iji dekoder prikazuje slika 5.5, ima kodne rijeci duljine 15. Kineski teorem
o ostatku, govori nam da se prasak pogreSaka ne moze ispraviti, ako je kodna rije¢ duza od 15. Dva
kodera na slikama 5.7 i 5.8, pogodna za na$§ kod, imaju razli¢ite duljine. Ako duljinu registra za
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kodiranje odreduje broj paritetnih bitova, onda je kod stvoren koderom na slici 5.7 dimenzije (15, 7), a
kod stvoren prvim registrom na slici 5.5 je dimenzije (15, 8).

Drugi kod je ucinkovitiji, jer on kodira dodatan informacijski bit, nudeéi istu moguénost ispravke
pogreske. Takoder, vrijednost Pu - koja definira periodicnost LFSR povezanu stanjem [1000 ... 0] - je
27 za prvi koder, a 15 za drugi. Na temelju Tvrdnje 4.3, drugi koder je ciklicki. Prvi koder nije
ciklicki, Sto se moze dokazati uzimanjem, na primjer, kodne rijeci [000000100101001]. Posmik ove
kodne rijeci ciklicki za jedno mjesto u desno, daje vektor koji nije kodna rijec.

5.10. 5.10. Koristenje ciklickoga Hammingova koda za otkrivanje praskovitih pogresaka

Slika 5.9 prikazuje komunikacijski scenarij u kojemu m = [a b ¢ d e f g] predstavlja primljenu poruku
¢ija je poslana inacica kodna rijeC c =[ax y z e f g].

prasak

abcdefg = axyzefg prenesen kodni vektor ¢
v~ _0i7k000|+
primljen vektor \ ]

poruke m uzorak praska

vektor pogreske e

Slika 5.9: Osnovni komunikacijski scenarij koji ukljucuje praskovitu pogresku

Poruka m sadrzi praskovitu pogresku duljine 3, ograni¢enu na mjesta 2, 3 i 4 (racunajuéi s lijeva).
Vektor m onda se sastoji od zbroja ¢ 1 vektora pogreske e, gdje e sadrzi uzorak praska (i j k) na
mjestima 2, 3 i 4, a ostatak njegovih elemenata su 0. Sada promotrimo slucaj gdje je ¢ kodna rije¢
koda, ¢ija matrica pariteta je H' (poglavlje 3). Sindrom-generator ovoga koda prikazuje slika 5.10, a to
je ponavljanje prikaza slike 3.7.

0 0 J
0 ool Q
CLK abcdefy D— ! D’
. I000110 Dr? ein bt

RESET
- —1 D
~
R1
Slika 5.10: R(x) =1+ x +x° (ponovno nacrtana slika 3.7)

W}

Zbog m = ¢ + e i zbog linearnosti R1, slijedi da je sadrzaj R1, nakon posmika poruke m u njega,
jednak sadrzaju dobivenome posmikom samo e u njega (dok je pribrojnik ¢, dodana kodna rije¢ koja
vodi sadrzaj u stanje "sve 0"). Razmotrite sada u¢inak posmika vektora pogreske e u R1. Najprije smo
razmatrali samo posmik e, uz uvjet da ¢e se nasa konaCna analiza temeljiti na najmanje sedam
posmika. Zapravo radimo posmik m u R1, a u¢inak od ¢ uocava se tek nakon sedam posmika. Nakon 6
posmika, sadrzaj R1 praskovit je uzorak (i j k). Nakon sedmoga posmik, kada se e potpuno pomaknuo
u R1, sadrZaj se mijenja pa viSe nema praskovitoga uzorka.

Ovaj sadrzaj, sada je sindrom pogreske. Zbog linearnosti registra, ako njegovi sadrzaji nisu nule, on
nikada nece imati sadrzaj "sve 0", bez obzira na to koliko puta napravimo posmik. Nakon §to se e u
potpunosti pomaknuo, konacan sadrzaj LFSR razli¢it je od nule buduc¢i da je razli¢it od nule i nakon
Sestoga posmika. Drugim rijecima, postojanje praskovite pogreske duljine 3 ili manje uvijek ¢e stvarati
ne-nulti sindrom, $to omogucuje otkrivanje pogreSaka. Ovo razmatranje neovisno je od Cinjenice da
nas$ poseban LFSR ima maksimalnu periodi¢nost, a to nas vodi do sljedec¢ega opcega zakljucka.

Zakljucak 5.3 Bilo koji kod §to ga stvori LFSR duljine n, moze se koristiti za otkrivanje pojave
praskovite pogreske u primljenoj kodnoj rijeci, duljine # ili manje.

Pitanje koje se sljedeCe razmatra jest moguénost osmisljavanja LFSR za otkrivanje praskovite
pogreske, koji ima i svojstvo da kodne rijec¢i §to ih je stvorio, imaju takoder i Hammingovu tezinu.
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Ovo ¢ée omoguéiti otkrivanje neparnoga broja pogresaka (Sto se trivijalno® prikazalo u prvome
poglavlju), uz otkrivanje praskovitih pogresaka. Zbog toga §to je LESR usvojen kao medunarodni
standard, kao $to ¢e se prikazati poslije, ovdje ga se posebno razmatra.”

Pokazali smo u 4. poglavlju da iako LESR generira kod duljine n, onda prvih n bitova prvoga retka;
‘generator-matrice koda, G, odgovaraju povratnim vezama LFSR-generatora. Iza ovih n bitova slijedi
1, a ostatak bitova u retku su 0. Onda slijedi da ako je broj stanja u LFSR-generatoru, neparan, onda
prvi redak G ima paran broj jedinica.”’

Vratimo se sada Tvrdnji 4.1. Ona tvrdi da se sve kodne rijeci nekoga koda sastoje od zbroja linearnih
posmika prvoga retka generator-matrice koda, G. Sve ove promjene imaju istu Hammingovu tezinu
kao prvi redak i sve imaju isti paritet. Ako sve imaju paritet 0, kao u nasemu slucaju, onda bilo koji
njihov zbroj (tj., bilo koje kodne rijeci) takoder imaju paritet 0. Prema tomu, ako kod C kojega
generira LFSR, ima svojstvo da je broj stanja gdje povratna veza puni registre, neparan, onda sve
kodne rijeci ¢ imaju paritet 0.

Zakljucak 5.4 Uvijek je moguce otkriti postojanje neparnoga broja pogreSaka koje se pojave u kodnoj
rijeci koda C, jer LFSR-generator, puneci registre povratnom veza, ima neparan broj stanja.

Specificni LFSR-generatori kodova za otkrivanje praskovitih pogresaka, prihvaéeni su kao
medunarodni standardi 1 definirani su za generatore G(x) od 8, 12, 16 i 32 bita. Standard, Gcre-32(x),
primjenjuje se u brojnim IEEE protokolima na razini veze. Projekt 802 LAN i Ethernet koriste
generator G(x) = 100000100110000010001110110110111. Serijski prikljucak USB (Universal Serial
Bus) koristi CRC s G(x) = 11000000000000101.

Sest LESR (CRC -8, -10, -12, -16, -32, -CCITT), od kojih tri prikazuje slika 5.11, imaju neparan broj
stapajeva (EXOR vrata) povezanih na zajednicku povratnu vezu.

CRC-12 3 —5 : J
b |:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:||:|WI'D-b 3 Dl:} -bD-, u Dl:’ uunuuunu-BE:, a
L

e | [T

(@) CRC-12 R(x) =x"+x"+ X +x* +x + 1

=

CRC-16

_SE— aooooo00aaooa J
HI'D-, aa r , O
0000000000000a4a0

-

e | | I

(b) CRC-16 R(x) =x" + x> +x* + 1

CRC-CCITT

,l'D uuuuuv['D-i aonnann D‘ uuou
b gonoooaooaoaoaQoaoaoaaa |-" |-' et
: 1 l [

. 1
(c) CRC-CCITT R(x) = x'* +x* +x° + 1
(d) [CRC-32 R(x) = 2+ 20+ x23 22 16 12 11
Slika 5.11: Tri LFSR prihvacena kao medunarodni standardi

i e e A S Rl S ||

Njihova sposobnost otkrivanja pogreSaka moze se odrediti iz zakljucaka 5.3 1 5.4.

¥ trivijalan ... (lat. trivialis), opée poznat, otrcan, obitan, suvise poznat
90
VIF!!
*! Tbidem!!!
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5.11.  5.11. Koristenje ciklickoga Hammingova koda za ispravak praskovitih pogreSaka na
temelju poznavanja uzorka praska

Opet promotrimo sliku 5.9 i prate¢i, raspravimo je.

prasak

abcdefg = axyzefg prenesen kodni vektor ¢

——— _0ijk000
primljen vektor \ j

poruke m uzorak praska

I + vektor pogreske e

Slika 5.12: Zbroj prenesenoga vektora i vektora pogreske

Tvrdi se da je posmik m u R1, jednak posmiku samoga e u R1. Dok u prethodnome dijelu nismo
koristili ¢injenicu da R1 ima najvecu periodicnost (ova svojstvo nije bitno za analize otkrivanja
praskovitih pogresaka), ovdje ¢emo koristiti to svojstvo, za analizu sposobnosti ispravka praskovite
pogreske koda kojega stvara R1.

Ako se e posmice u R1, pokazalo se da sadrzaji R1 nakon 6. posmika, predstavljaju praskovit uzorak (i
J k). Zbog periodi¢nosti R1, ako cemo se zadrzati na sedmome posmiku, vratit ée nam se uzorak
praska. NeCemo dobiti ovaj uzorak prije ovoga dodatnoga 7. posmika sve dok LFSR ima razlicite
sadrzaje tijekom sedam posmika, ako pocetni sadrzaj nije bio "sve 0".

Opcenito, ako nekako zrnamo uzorak praska, ali ne znamo njegov polozaj unutar m (Cija primljena
inacica je kodna rije¢ naSega koda), primjenjuje se sljedeci postupak.

Nakon ucitavanja m u R1 (7 posmika), nastavimo dalje posmik sve dok R1 sadrzi uzorak praska. Ako
se dodatno posmikne za k, onda prasak pocinje na mjestu 7—k, raCunajuci s lijeva. Ako je prasak
ograni¢en na mjesta 0, 1, 2, shema jo§ uvijek vrijedi (objasnite zasto’”). Gore naveden postupak
zapravo je poopcenje postupka ispravke jednostruke pogreske ciklickoga Hammingova koda, Sto se
obradilo ve¢ u 3. poglavlju. U tomu slu¢aju, znamo da je "praskovit uzorak" [100]. Tvrdimo da
spoznaja o bilo kakvomu uzorku praska (odgovarajuce duljine) omogucuje ispravak pogreSaka.

Razmotrimo sada slucaj poruke p duljine 74, za neki cio broj &, koji ima svojstvo da nakon posmika u
registar R1 na slici 5.10, konacan sadrzaj registra bude "sve 0". Neka se q moze dobiti uvodenjem
praskovite pogreSke duljine 3 ili manje u p, gdje prasak zapocinje od mjesta i. Opet pretpostavimo da
znamo uzorak praska. Na temelju periodi¢nosti R1 1 na temelju prethodne rasprave (poruka m duljine
7) mozemo zakljuciti sljedece: ako se q posmic¢e u R1, a R1 se dalje posmice za j mjesta sve dok ne
sadrzi uzorak praska, onda je i mod 7 = 7—j. Ovo promatranje ¢ini temelj koda §to ga se uvodi u
nastavku.

Za potrebe udzbenika, sada ponavljamo ista razmatranja kao i prije, gdje umjesto razmatranja rada
LFSR, obradujemo paritetnu matricu koda. Matrica pariteta nadega specifi¢noga koda je H'. Neka je
H' ;, matrica dobivena ciklickim pomakom redaka H’ za navise j mjesta. Kako je nas kod ciklicki (4.,

ciklicki pomak kodne rijeci takoder je kodna rije¢), imamo da je ¢-H'; = 0. Onda slijedi da m-H'
daje zbroj redaka H'; Cija veliCina odreduje polozaj pogreSaka u m. Imajte na umu da, iako smo
napravili posmik redaka H', a ne kodne rije¢ ¢, umnozak c-H' ; daje isti rezultat koji bi se dobio
mnozenjem ciklitkoga pomaka ¢ s H'.

Neka je praskovita pogreska ograni¢ena na mjesta #i, i+1, i+2 u m, gdje se bitovi racunaju pocevsi s
lijeva (prvi bit je #0). Zatim m-H';_,, daje uzorak praska. To proizlazi iz Cinjenice da H' zapoginje
jedini¢nom matricom dimenzije (3x3). Onda m-H';_;) ima tu jedini¢nu matricu na mjestima #i, i+1,
i+2pa m-H ,_, zapravo, kao rezultat, daje uzorak praska pomnozen jedini¢cnom matricom, a rezultat

je uzorak praska. Imajte na umu, ako je i = 0, tj., pogreske su ogranicena na prva 3 mjesta u m i ako je

%2 Objasniti za§to?
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H ;) = H'; =H’, na8 argument vrijedi i u ovome slucaju. Nasa shema za ispravak pogreSaka sada je

jasna. Ako znamo uzorak praska, onda mnozimo m ciklickim pomakom H’ dok ne dobijemo taj
uzorak praska. Mjesto pogreske onda se moze otkriti iz broja posmika.

5.12. 5.12. Fire kod

Razmatramo dekoder prikazan na slici 5.13.

E 0000000000000 0000000000000000000 ™=— 0000§
o

L )

- 4 R
s Q0330000000003 43330000000004304aa0aaq Fu aaaa

E L I

| D o .
] -

Slika 5.13: Predloen dekoder

Uzmimo (35, 27) kod” ¢&ije kodne rije¢i imaju svojstvo da, nakon §to se napuni ovaj dekoder, R2 i R3
sadrze samo nule. Imajte na umu da je R3 sindrom-generator Hammingova koda prikazan na slici 5.10.
Svaka kodna rije¢ naSega koda zadovoljava sljede¢i uvjet: zbroj svih bitova koji su razmaknuti 5
mjesta, podevsi mjestom #0, #1, #2, #3, #4, daje rezultat 0.”* Zbog ovoga opéega svojstva, R2 sadrzi 0
ako se u sustav ugita kodna rije¢. Cinjenica da R3 takoder sadrzi 0, kada se posmik potpuno zavrsi,
znadi sljedeée: izgradnju matrice M’ ponavljanjem matrice H (iz poglavlja 3.1) jedne ispod druge pet
puta. Matrica M’ onda ima tri stupca i trideset pet redaka. Svaka kodna rije¢ ¢ nasega koda onda ima
svojstvo ¢ - M’ = 0.

M’ = | g7

Svaka kodna rije¢ naSega novoga koda zadovoljava osam nezavisnih provjera pariteta. To je
omoguceno na odasilja¢koj strani pridruzivanjem osam paritetnih bitova danome informacijskome
vektoru. Na§ kod omogucuje ispravak jednostrukih praskovitih pogreSaka duljine 3 u bloku duljine 35.
Da bi se to razumjelo, prvo uo¢imo da takvom praskovitom pogreskom, konaCan sadrzaj R2
omogucuje odredivanje uzorka praska, kao i x mod 5, gdje je x polozaj praska. Opravdanje za ovaj
dokaz jednako je nasemu objasnjenju kruga na slici 5.5. Nakon izvodenja uzorka praska, mozemo
primijeniti tehniku predstavljenu u poglavlju 5.10. I dalje posmi€emo R3 dok ne naidemo na na$
poznat uzorak praska. To ¢e dati x mod 7. Kineski teorem o ostatku onda jam¢i da se x moZe odrediti.
Dekoder opcega Fire koda za 2"—1 i 2n—1 je relativno prost, a prikazuje ga slika 5.14.
(2"-1)(2n—1) stanja

w1 - TILLIL]~
D—[IT - ITTF =

D LFSR duzine n _J R3
maksimalne periodi¢nosti

Slika 5.14: Opci dekoder Fire koda

s Saail
% Napraviti C++ zadatak!
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To je poopéenje isto kao 1 ono koje prikazuje slika 5.13, a njegova valjanost temelji se na istome
razmatranju. Oblikovanje krugova kodiranja Sto odgovaraju naSim dekoderima, opet se temelji na
detaljima navedenima u poglavlju 4.4. Sada se razmatra odreden poseban koder Fire koda ¢iji dekoder
prikazuje slika 5.13. Sindrom-generator sastoji se od dvaju registara: registra R2 duzine 5 1 registra R3
duzine 3, spojenih paralelno. Prikljucci povratne veze LFSR kodera, odgovaraju nasemu dekoderu, a
moze ih se odrediti sljede¢im postupkom:

110100000 |
011010000
001101000 3 s 6 g
[100001] - =[110101101] = (1+x+x+x"+x"+x%)

000110100
000011010

000001101 |

Lijevih osam bitova rezultirajuc'_ega vektora [110101101] naznacuje povratne veze LFSR kodera. Ovaj
koder prikazuje slika 5.15.

. .

e

aanni

(=]

o

|

Slika 5.15: Koder sto odgovara dekoderu na slici 5.13
Dva skupa paritetnih jednadzbi kojima upravljaju sindrom-generatori R2 i R3 na slici 5.13, potpuno su
neovisna, za razliku od slucaja skupa jednadzbi kojima upravljaju R2 i R3 na slici 5.5. To znaci da se

koder nasega Fire koda ne moZe ostvariti pomocu LFSR koji je kra¢i od onoga prikazanoga na slici
5.15.
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Slika5.11.circ

13. Laboratorijska vjezba 12: Fire kod

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na "Sustavu za podrsku nastavi”

zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sijecnja 2018. 155


Laboratorijska%20vježba%2012.doc

5.13.  5.13. Vazniji kodovi

o Hammingov (7, 4, 3) kod. Ima 16 kodnih rije¢i duljine 7. MoZe ga se koristiti za slanje 2 =
128 poruka 1 ispravak 1 pogreske.

J Golayev (23, 12, 7) kod. Ima 4096 kodnih rijeci. Moze ga se koristiti za prijenos
83.888.608 poruka i ispravak 3 pogreske.

o Kvadratni ostatak (Quadratic residue) (47, 24, 11) kod. Ima 16.777.216 kodnih rijeci.
Moze ga se koristiti za prijenos 140.737.488.355.238 poruka i ispravak 5 pogresaka.

Golayeve kodove Ga4 1 Go3 koristili su Voyager 1 1 Voyager II za prijenos slike u boji od Jupitera i
Saturna. Generator-matrica ima oblik Gy4 1 predstavlja (24, 12, 8) kod. Tezine svih kodnih rijeci su
visekratnici od 4. Matrica G,3 dobije se iz G4 brisanjem posljednjih simbola svake kodne rijeci u Ga.
Kod Gy3 je (23, 12, 7) kod. Generator matrica Golayeva koda, G4, ima jednostavnu gradu. Prvih 12
stupaca oblikuju jedini¢nu matricu Ij,, a 13. stupac ima same jedinice. Retci u ostalih 11 stupaca
ciklicke su permutacije prvoga retka koje sadrze 1 na onim mjestima koji su kvadrati modulo 11, tj. na
mjestima 0, 1,3,4,5109.

5.13.1. 5.13.1. BCH KODOVI

Bose-Chadhuti-Hocquenghem (BCH) kodovi predstavljaju poopéenje Hammingovih kodova koji
omogucuju ispravak visestrukih pogresaka. Oni su snazan razred ciklickih kodova koji omogucuju
velik izbor duljine blokova, brzinu kodova, veli¢inu abecede i sposobnosti ispravke pogreSaka. Tablica
5.5 popisuje neke generatore koda G(x)* koji se obi¢no koriste za izgradnju BCH (n, k, f) kodova za
razliCite vrijednosti n (=ukupan broj bitova=informacijski+paritetni), k (=broj informacijskih bitova) i
t (=broj mogucih ispravaka pogreski), do duljine bloka od 255.

Tablica 5.5 Prvih desetak polinom-generatora primitivnih BCH kodova (brojevi u stupcu G(x)

predstavljaju oktalni prikaz binarnih polinoma zbog kratkoce pisanja) (napraviti kao zadatak i
nacrtati LFSR)

bitova oktalno
n k ¢ binarno polinom-generator
ukupno |informacijski|ispravke G(x)

7 4 1 |13 1011 ¥ +x+1

15 11 1 |23 10011 K Hx+1
7 2 [721 111010001 X+x +x+1

x10+x8 +x5 +x4

5 3 |2467 10100110111 e

31 26 1 |45 100101 YA+

x“+x10+x9+

21 2 |3551 11101101001 K
16 3 107657  |1000111110101111
1 5 |5423325 |101100010011011010101
6 7 313365047]|11001011011110101000100111
63 57 1 103 1000011 X x+1
12 10 8
51 2 12471 1010100111001 XoTx AT

Y+t e+

Koeficijenti G(x) prikazuju se kao oktalni brojevi rasporedeni tako da kada se pretvore u binarne
znamenke, znamenka sasvim desno odgovara koeficijentu G(x) nultoga stupnja. Lako se moze
provjeriti svojstvo ciklickoga koda da je polinom-generator stupnja n—k. Za blokove duljine nekoliko
stotina bitova, BCH kodovi nadmasuju sve ostale blok-kodova iste duljine i brzine koda. Najcesce
kori$teni BCH kodovi koriste binarnu abecedu i duljinu bloka kodne rije¢i od n = 2"-1, gdje je m = 3,
4, ....

% G od Galois
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Naziv tablice 5.5 naznacuje da su prikazani generatori BCH kodova nazivaju primitivni kodovi. Pojam
"primitivan" je teorijski koncept broja koji zahtijeva algebarski razvoj. Relativno Sirok maksimalan
dobitak kodiranja u odnosu na brzinu koda za odreden n, javlja se otprilike izmedu brzina kodiranja
1/3 1 3/4. Gaussov kanal zna¢ajno naruSavaju svojstva kodova pri velikim i malim brzinama. Slika 5.16
predstavlja izracunatu ucinkovitost BCH koda pomocu koherentno demodulirane BPSK uz

dekodiranje i tvrdom i mekom odlukom.
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a) Za koherentno demoduliranu BPSK u AWGN

1/ b) Za DPSK signale u AWGN kanalu, brzine 1/2, pri
kanalu koristenjem BCH kodova.

dekodiranju tvrdom odlukom
Slika 5.16: Pp u odnosu na E,/Ny

Dekodiranje mekom odlukom obi¢no se ne koristi za blok-kodove zbog svoje sloZenosti. Medutim,
kada god se provodi, ono nudi priblizan dobitak kodiranja od 2 dB u odnosu na dekodiranje tvrdom
odlukom. Uz zadanu brzinu koda, vjerojatnost pogreske dekodiranja poboljSat ¢e se povecanjem
duljine bloka n. Dakle, za odredenu brzinu koda, zanimljivo je razmotriti duljinu bloka koja ¢e se

zahtijevati za svojstva dekodiranja tvrdom odlukom da bi se sucelila svojstvima dekodiranja mekom
odlukom.

Na slici 5.16, prikazani BCH kodovi imaju brzine koda priblizno 1/2. 1z slike €ini se da za odredenu
brzinu koda 1 dekodiranje tvrdom odlukom, BCH kod duljine 8x# ili dulji, ima bolja svojstva (za Pp od
oko 107® ili manje) od onih pri dekodiranju mekom odlukom za BCH kod duljine n. Jedna posebna

pod-vrsta BCH kodova (otkri¢e koje je prethodilo BCH kodovima), posebno je korisna za ne-binarni
skup, a zovu se Reed-Solomonov kodovi.

5.14.  5.14. Ispravak pogreSaka jednoga znaka (Reed-Solomonovi kodovi)
5.14.1. 5.14.1. OTKRIVANJE POGRESKE ZNAKA

Ponekad se poruke prenose ili pohranjuju kao blokovi znakova. Poruka m = [100, 001, 011, 101, 110,
111, 010], Sto e se koristiti u sljede¢im primjerima, ¢ine blok od sedam znakova, a svaki je duljine 3.
Neki kodovi posebno su oblikovani za ispravak pogreSaka koje se javljaju u primljenim znakovima.
Ovi kodovi postali su popularni prije 40-tak godina, zbog njihove primjene u tehnologiji kompaktnoga
diska. Ovdje se informacije pohranjuju u obliku blokova bajtova koji su vrlo osjetljivi na pogreske.

% Preuzeto iz L.J. Weng "Usporedbe svojstava BCH kodova za meko i tvrdo dekodiranje" Proc. Int. Conf. Commun., 1979,
S1.3, str. 2555© 1979 IEEE.

% komercijalan ... (lat. commercialis) trgovacki, obrtni, privredni, prometni; drustveni; komercijalna ulica trgovacka ulica;
komercijalne igre drustvene igre; komercijalni sustav drzavne privredne politike koji povlas¢uju trgovinu, osobito na racun
poljoprivrede; komercijalni traktat trgovinski ugovor
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Specifi¢an kod, odabran za uporabu u tehnologiji kompaktnoga diska, je RS (Reed-Solomon) kod.
Slucaj koji se razmatra u ovome tekstu je onaj u kojemu smo pretpostavili da je unutar bloka pogreSan
samo jedan znak. RS kod zapravo je kod za ispravak praskovitih pogreSaka, buduci da ispravljamo
viSestruke pogreske bitova unutar zadanoga okvira jednoga znaka. Onda duljina znaka predstavlja
duljinu praska kojega treba ispraviti.

Definicija Neka je ¢ poslan znak i neka je ¢' njegova primljena inacica. Uzorak e = ¢ + ¢' zove se
uzorak pogreske znaka.

Iako su pogreske unesene u ¢, samo poseban oblik praska, morali smo uvesti navedenu definiciju kako
bi se napravila razlika izmedu uzorka pogreske znaka 1 uzorka praskovite pogreske. Dok ovaj drugi,
prema definiciji, mora zapoceti jedinicom, za prvi to nuzno nije neophodno. Primjerice, ako je ¢ =
[110], a ¢' =[111], onda je uzorak pogreske znaka [001]. Ispitajmo poruku m zadanu prije, a koja se
sastoji od 21-oga bita. Primjena tehnike ispravke praska pogreSaka za ispravak pogreSaka znakova
ovdje je puno laksa nego primjena takve tehnike za ispravak bilo kojega praska duljine 3. Znamo da
uzorak pogreske znakova pocinje bitom #3p, a zavrSava bitom #3p+2, za neki cio broj p. Slika 5.17.a
prikazuje krug za otkrivanje praskovite pogreske (za prasak duljine 3). Slika 5.17.b prikazuje krug za
otkrivanje pogreSke znakova.

ulaz znaka -
od 3 bita

4

- D]

/

D

(a) - (b)
Slika 5.17: Otkrivanje praskovitih pogresaka; (b) otkrivanje pogreske znakova

/
/

skladi$ti se znak (©)

L [

194

Cio znak duljine 3 uvodi se u krug tijekom svakoga posmika, gdje se obavlja XOR operacija izmedu
pohranjenoga znaka i znaka koji se uvodi. Krug na desnoj strani opisuje isto ponaSanje i predstavlja
dogovor koji se koristi u ovome tekstu. Lako se moze provjeriti da ¢e nakon posmika poruke m
(navedene gore), u krug na slici 5.17.b, registar imati sadrzaj "sve 0". Neka je m' primljena ina¢ica m.
Iz materijala predstavljenoga prije u ovome poglavlju, slijedi da ako je znak pogresan (tj., imamo
uzorak pogreSaka sveden na tri uzastopna mjesta, pocevsi mjestom #3p), onda su ovi sadrZaji, uzorak
pogresnoga znaka.

Primjer m' =[100, 001, 011, 101, 11@, 111, 010].

Vektor m' dobio se uvodenjem uzorka pogreSnoga znaka [00] u peti znak (broje¢i s lijeva). Nakon
posmika m' u jedan od krugova koje prikazuje slika 5.17, konacan sadrzaj bit ¢e [001]. Otkrivanje
praskovite pogreske duljine ¢ u primljenoj poruci, omogucuje uvodenje ¢ paritetnih bitova u poslanu
poruku. Iz toga slijedi da u slu¢aju jednoga pogreSnoga znaka, uvodenje paritetnoga znaka u poslan
blok znakova, omogucuje odredivanje uzorka pogresnoga znaka.

5.14.2. 5.14.2. ISPRAVAK NEISPRAVNOGA ZNAKA

Kodna rije¢ u RS kodu je blok §to se sastoji od 2"—1 znakova duljine n. Postoje dva paritetna znaka i
2"-3 informacijska znaka u kodnoj rije¢i za ispravak jedne pogreske RS koda (Gime se omogucuje
ispravak jednoga pogresnoga znaka). Kod je sustavan. Zbog saZetosti, kada god se spomene RS kod od
sada pa nadalje, to¢nije mislimo na kod za ispravak jedne pogreske. Dekoder nasega RS koda temelji
se na sindrom-generatoru na slici 5.18.
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Slika 5.18: Sindrom-generator RS koda za ispravak jedne pogreske

registar #2

Registri prikazani na slici 5.18, skladiste cijele znakove. Odasiljacki blok znakova ima svojstvo da ako
ga se posmikne u dva sindrom-generatora, oba ¢e na kraju imati sadrzaj "sve 0". Rad registra #1
objasnjava se na sljede¢i nacin. Postoji LFSR maksimalne periodi¢nosti duljine n povezan RS kodom.
Prisjetimo se da n oznacava duljinu znakova, gdje se prenoSen blok sastoji od 2"—1 znakova. Ozna¢imo
ovaj registar kao R, gdje R, predstavlja njegov sadrzaj nakon i posmika, po¢evsi pocetnim sadrzajem
Ry = [1000 ... 0]. Matrica Q pridruZzena je R. Ova matrica jedna je od onih koje su se opisale u
poglavlju 4.1 (svojstvo c). Sastoji se od n redaka, a to su sadrzaji registra R, pocinje s R; i zavrSava s
R,. Pokazalo se da je R; - Q = R;y;, za bilo koji 0 <7 <2"-2.

Promatranjem registra #1, mozemo uociti da se njegov sadrzaj mnozi s Q prije nego Sto ga se zbroji
(XOR) dolaznim znakom. To jest, (novi sadrzaji) = (stari sadrzaj) - Q + (dolazni znak). Zato $to je bilo
koji sadrzaj registra bio ili "sve 0" ili jednak nekome R;, nalazimo da mnozenjem Q daje 0 u prvom
sluc¢aju, a R;; u drugome. U svrhu objaSnjenja, tablica 5.6 popisuje uzastopne sadrzaje registra #1 za
sluc¢ajeve u kojima se poruke m i m', navedene u prethodnim primjerima, pomicu u njega.

Tablica 5.6 Uzastopni sadrzaji registra #1 na slici 5.18

Ulazni blok m | Ulazni blok m’ Ulazni blok m | Ulazni blok m’
1 010 010 5 101 110
2 110 110 6 101 010
3 101 100 7 000 101
4 001 111

Ovdje je n = 3, a registar R je onaj prikazan na slici 3.1. PridruZena matrica Q je:

010
Q=001
110

Pri razmatranju registra #2 na slici 5.18, prepoznalo ga se, kao jednakoga onome na slici 5.17. On
zbraja primljene znakove. Iz prethodnih rasprava znamo, ako zbroj znakova poslanoga bloka
predstavlja znak "sve 0", a doSlo je do pogreske jednoga znaka za vrijeme prijenosa, onda zbroj
primljenih znakova daje uzorak pogreSke znaka. U tocno odredenome slucaju odaslane poruke m i
primljene poruke m' koje smo prije obradivali, zbroj znakova je [000] odnosno [001].

Sada ¢emo objasniti ispravak pogreSke nasega RS koda. Poslana poruka m i njena primljena inacica
m' imaju ukupno 2"-2 znaka i mogu se razlikovati u jednome znaku. Neka je ¢ = m + m'. Blok
pogreske e sastoji se od 2"-2 znaka koji su "sve 0" i jednoga znaka koji je jednak uzorku pogreske.
Kako je nas$ kod linearan, a m je kodna rije¢, sadrzaj sindrom-generatora na slici 5.18 nakon posmika
m' u njih, isti je kao da se posmice sam e.

Neka se znakovi iz m, m' i e mogu indeksirati, gdje se znak na lijevoj strani indeksira kao #0. Neka je
pogreSan znak #i. Neka je uzorak pogreSke znaka neki R;, gdje R predstavlja LFSR maksimalne
periodi¢nosti povezan nasim kodom (na temelju kojih se oblikovala matrice Q). Sada analiziramo
ucinak posmika e u registar #1 na slici 5.18. Po¢injemo posmikom prvoga znaka sasvim desno. Sadrzaj
registra je 0 sve dok se uzorak pogreSka posmice u njega. U ovome trenutku, sadrzaj registra je R;.

Registar se sada posmikne dodatnih i puta, sve dok se znak sasvim lijevo ne posmikne u njega. Za
vrijeme ovih i posmika, ulazni znakovi su uvijek 0, a krug stvara uzastopan sadrzaj R (Sto je
posljedica uzastopnih mnoZenja s Q). Konacan sadrzaj registra je, dakle, R;+;. U ovome trenutku,
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sadrzaj registra #2 je uzorak pogreSke znaka R; (ovaj ucinak ve¢ se objasnio). Dakle, jedan registar
daje Rj+;, a drugi daje R; = uzorak pogreske.

Cjelovitome postupku ispravke jednoga pogresnoga znaka, svojstveno je odredivanje uzorka pogreske
1 polozaja pogresnoga znaka. Prethodno opisan postupak izravno daje uzorak pogreske. Odredivanje
mjesta pogreSke znaci odredivanje indeksa i. Budu¢i da znamo R; (to je uzorak pogreske) i znamo R;;,
moguce je odrediti i, napuniti R; u registar R 1 napraviti posmik dok se ne dobije uzorak poznat nam
kao R;+;. Brojenjem posmika dobijemo i.

Indeks i odreduje se joS jednim nac¢inom - posmikom registra R, pocevsi sadrZajem R;;, sve dok se ne
dobije sadrzaj R;. Broj posmika u ovomu slu¢aju je 2"—i. On se temelji na promatranju da je (j+i) + (2"
1-i) = j+2"-1. Medutim, obzirom na periodi¢nost R, njegov sadrzaj nakon j+2"-1 posmika je R;. Imajte
na umu da je sada 2"-2—i mjesto pogres$noga znaka u e, racunajuci s desne strane. To se objasnjava
uoCavanjem da je bit sasvim desno, bit #(2"-2), raunajudi s lijeva, a bit je #0 raCunajuéi s desne
strane. Sada smo spremni objasniti strujni krug ispravka pogreske prikazan na slici 5.19.

(2"-1) znakova

spremnik

registar #3

):: izlaz

ulaz primljenoga
znaka

registar #2

Slika 5.19: Cjelovit RS dekoder za ispravak jednoga znaka

Prijemni blok koji se sastoji od 2"-1 znakova, posmice se u tri registra. Blok se pohranjuje u registru
#3, a dva registra (#1 1 #2) u donjemu dijelu na slici 5.18, su sindrom-generatori. Tijekom toga
posmika, prekidac¢ S zatvara povratnu vezu prema registru #2. Nakon §to ga se primi, blok se potpuno
pomakne u registar, prekida¢ S spaja sadrzaj registra #2 na ulazu jednih I vrata. U slucaju ako
pogreske nema, ovaj sadrzaj je "sve 0", a u slu€aju ako ona postoji, sadrzaj je upravo uzorak pogreske
znaka. Imajte na umu da ¢itav znak ulazi na AND vrata: tj., ova vrata imaju n+1 ulaza za pojedine
bitove. Broj n su znakovi iz registra plus jedan dodatan bit iz kruga "provjere jednakosti (check for
equality)".

Sada ¢emo nastaviti posmik u registre #3 1 #1. Dok znakovi ne napuste krug, registar #1 djeluje kao
registar R, stvarajuci uzastopne sadrzaje R §to pocinju s R;:;. Nakon 2"-1—i posmika, sadrzaj registra
#1 je R;. Registri #2 1 #1 onda imaju isti sadrZaj pa je izlaz iz kruga "provjere jednakosti" jednak 1.
Sadrzaj registra #2, koji predstavlja uzorak pogreSke, posmice se u XOR vrata te se radi operacija
XOR nad znakom koji je trenutno pohranjen u spremniku. Odbrojavanje objasnjava da je ovaj znak
pogresan znak pa ga operacija XOR ispravlja. Za slucaj u kojemu ne postoji pogreska, izlaz iz I vrata
uvijek je 0, a primljena poruka pomice se nepromijenjena iz registra #3.

Primjer Promotrimo slucaj prije obradenih poruka m i m'. Nakon S§to m' napravi posmik u krug na
slici 5.19, sadrzaji registara #1 1 #2 su [101] odnosno [001] (vidi tablicu 5.5 i primjer koji joj prethodi).
Posmikom u registar #1, njegovi uzastopni sadrzaji su [100], [010], [001]. Nakon tri posmika
dobivamo jednadzbe izmedu sadrzaja dvaju registara. U ovome trenutku pogreSan znak pomaknuo se u
spremnik. Pri uvodenju m', opazili smo da se pogreSan znak nalazi tri mjesta brojeci s desne strane.
Sada primjenjujemo XOR operaciju nad uzorkom pogreske i ispravljamo ga. Imajte na umu da je broj
paritetnih znakova u m, potrebnih za ispravak pogreske jednoga znaka, jednak zbroju duljina sindrom-
generatora, a taj zbroj je dva. To jest, od 2"-1 znakova u m, ima 2"-3 informacijska znaka i dva
paritetna znaka.

Zakljucujemo ovo poglavlje uvodenjem sklopa za kodiranje naSega RS koda. Ovdje moramo izgraditi
krug koji istovremeno zadovoljava dva nezavisna paritetna ograni¢enja nametnuta od strane dvaju
sindrom-generatora na slici 5.18. Ovaj problem ve¢ se obradio u poglavlju 4.4. Ponavljamo ondje
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naveden rezultat. Povratne veze LFSR koje odgovaraju dvama LFSR-ima spojenima paralelno,
pronadu se koriste¢i operaciju v - m, u kojoj v predstavlja povratne veze jednoga informacijskoga

znaka u LFSR. Retci m sastoje se od linearnih posmika vektora koji odgovara povratnoj vezi drugoga
LFSR.

U slucaju RS koda, LFSR rukuje cjelokupnim znakovima pa povratne veze nisu obiljezene s 0 i 1,
nego matricama. Na primjer, povratna veza registra #2, koja se pojavljuje kao vektor [11], zapravo je
vektor [1II], gdje je I jedini¢nu matrica dimenzije n x n. Prema istoj logici, povratne veze registra #1 su
[QI]. Kako bi pronasli jedan LFSR koji odgovara paralelnome radu tih dvaju registara, onda
obavljamo operaciju:

10
[I1] - Q = [QPI] gdje P oznacava matricu I + Q.
0QI
Koder, ¢ije povratne veze odgovaraju strukturi matrice [QPI], prikazuje slika 5.20.

ulaz 1nformac1j skoga Znaka’

Slika 5.20: RS koder za cjelovit ispravak jednoga znaka

Kao §to se prije navelo, broj informacijskih znakova koji ulaze u koder je 2"-3. Konadan sadrzaj
slijede¢ega LFSR oblikovat ¢e paritetne znakove pridruzene informacijskim znakovima, tvoreci
prenesen kodiran blok.
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14, Laboratorijska vjezba 13: Kodiranje i preplitanje primijenjeno u kompakt
diskovima digitalnoga audio sustava
Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

13.1. Kodiranje i preplitanje primijenjeno u kompakt diskovima digitalnome audio sustavu
13.1.1. CIRC kodiranje

13.1.1.1. Skracivanje RS koda

13.1.2. CIRC dekodiranje

13.1.3. Interpolacija i utiSavanje

162 zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sije¢nja 2018.


Laboratorijska%20vježba%2013.doc

6. POGLAVLJE 6 - KONVOLUCIJSKI KODOVI
6.1. 6.1. Uvod

U blok-kodovima, svaka m-torka informacijskih simbola, preko preslika 1:1 (injekcije) definira,
kontrolnu skupinu od n — m simbola u kodnoj rijeci sustavnoga, odnosno definira kompletnu kodnu
rije¢ (n-torku) nesustavnoga koda. Ovakav preslik odgovara sustavu bez memorije tako da je izlaz iz
sustava (kodna rije¢) odreden isklju¢ivo trenutnim ulazom (m-torkom informacijskih simbola).

Za razliku od ovoga, konvolucijski kod predstavlja izlaz iz sustava s memorijom. Kodna rijec, tj. n-
torka, ne ovisi dakle samo o trenutnoj ulaznoj m-torci, nego i o prethodnim ulaznim m-torkama. Na taj
nacin ne postoji jednostavan preslik 1:1 izmedu ulazne skupine od m informacijskih simbola 1 izlazne
skupine od n kodnih simbola, nego se struktura koda proteze na cio kodiran niz.

Zbog koristenja memorije, konvolucijski kodovi su matematicki slozeniji. Medutim, prakticka rjeSenja
ograniCavaju se na linearne, vremenski nepromjenjive sustave, pa se takvi kodovi mogu opisati
relacijom konvolucije. Posebno za binarne sustave, konvolucija se moze ostvariti jednostavnim
posmicnim registrima SR (shift registers) u sjedinjenju sa zbrajalima po modulu 2.

Zanimljivo je takoder naglasiti, da su prakticka rjeSenja konvolucijskih kodova ograni¢ena na male
vrijednosti 7 i m (do 4), za razliku od rjeSenja u blok-kodovima gdje su » i m reda veli¢ine 100 i viSe.

6.2. 6.2. Osnovni pojmovi

Obradili smo blok-kodove u kojima se poslana informacija uvijek sastoji od kodnih rije¢i unaprijed
odredene duzine. Konvolucijski kodovi koriste se u slucajevima ako se informacija prenosi
neprekinutim nizom bitova nedefinirane duljine. Za proucavanje u¢inka pogresaka, tok bitova razbije
se na prethodno odredenim mjestima gdje se umecu paritetni bitovi, kao $to prikazuje slika 6.1.

Informacija ...abcdefghijk...
Primlien signal ...abcPydePifgP,hijPs;k ...

Slika 6.1: Umetanje paritetnih bitova u poslanu informaciju

Paritetni bitovi ne postavljaju se nuzno na medusobno jednakim udaljenostima, a to prikazuje i slika.
Svaki paritetan bit, jednak je zbroju slozaja nekoliko prethodnih bitova. Kroz cio postupak kodiranja,
paritetni bitovi izgradeni su na ¢vrsto propisan nacin.

Na primjer: Py jednak je zbroju svoja prethodna tri bita. P; jednak je zbroju dvaju bitova poslanih 2 1 3
trenutka prije. P, jednak je zbroju svoja prethodna dva bita. P; moze predstavljati zbroj svojih triju
prethodnih bitova, itd.

Postoje brojni konvolucijski kodovi, namijenjeni rjeSavanju slucajno rasporedenih pogresaka, prasku
pogresaka, ili oboma. Pogreske se pojavljuju u praskovima, ali izmedu praskova, dopusta se pojava
ograni¢enoga broja pojedinacnih pogreSaka. Za prikaz ispravke praskovitih pogresaka, koristi se
konvolucijski kod poznat i kao kod dekodiranja difuzijskim pragom (diffuse threshold decoding). Ovaj
kod (vidi Laboratorijsku vjezbu 14) ima sljedeca zanimljiva svojstva:

1.  To je jedan od najpopularnijih, danas koristenih kodova.;

2. Nacela na kojima radi, uobi¢ajena su za neke druge kodove. Razumijevanje tih nacela, pruzit ¢e
studentu ¢vrstu podlogu za daljnja proucavanja.;

3. Kod je jednostavan za razumijevanje.

Parametri jednostrukih blok-kodova za ispravak praskovitih pogreSaka su: duljina praska ¢ 1 duljina
bloka n. U bloku duljine n, moZemo ispraviti do ¢ pogresaka, uz uvjet da su pogreske ograni¢ene na, ne
viSe od ¢ mjesta u prasku unutar bloka. Blok-kodovi za ispravak praskovitih pogresaka koje smo
proucili, imaju ograni¢enje. U svakome bloku dopustaju se samo jednostruke praskovite pogreske.

Za konvolucijske kodove, pojam "blok" ne postoji. Za njih se zahtijeva da, izmedu dvaju uzastopnih
praskova, mora postojati podrucje bez pogresaka ili podrucje oporavka (recovery region), jer se sustav
mora oporavi od u¢inka praskovitih pogresaka prije no $to bude u stanju obraditi sljedeci prasak.
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Minimalna veli¢ina podrucja oporavka ovisi o veli€ini praska $to ga se ispravlja. U slu¢aju koda za
dekodiranje rasprSenim (diffuse) pragom, minimalna veli¢ina podruc¢ja oporavka je 3¢ + 2, gdje je ¢
maksimalna duljina praskovite pogreske koju se ispravlja.

6.3. 6.3. Parametri konvolucijskih kodova

Izlazna kodna rije¢ iz konvolucijskoga kodera definira se trenutnom informacijskom m-torkom, ali i
prethodnim m-torkama. Koliko prethodnih m-torki ima utjecaj na trenutnu kodnu rije¢ ovisi o broju
stupnjeva D bistabila u koderu, odnosno o veli¢ini memorije sustava g + 1. Za svaku novo ucitanu m-
torku simbola na ulazu, koder daje na izlazu odgovarajuc¢u n-torku, tako da se koeficijent prijenosa
definira kao i u blok-kodovima p = m/n.

Konvolucijskim kodovima obi¢no se pridruzuju tri parametra (7, k, m).
n ... broj izlaznih bitova
k ... broj ulaznih bitova
m ... broj memorijskih registara

Iznos k/n naziva se brzina koda. To je mjera ucinkovitosti koda. Obi¢no su k 1 n parametri u rasponu
od 1 do 8, m od 2 do 10, a brzina koda od 1/8 do 7/8, osim aplikacije napravljenih za svemirski prostor
gdje je brzina koda malena (koristi se 1/100 ili ¢ak i1 veéi omjer).

Pored toga S§to & definira minimalnu duzinu kodne rije¢i, kod se moze ograniciti i na maksimalan broj
bitova ., ¢ime se potpuno definiraju tzv. (k, L) kodovi ograni¢ene duzine niza RLL (run-length-
limited) kodovi. Cesto proizvodaéi integriranih sklopova (chips) za konvolucijske kodove navode
parametre koda (7, k, ). Veli€ina L oznacava duljinu ogranicenja (constraint length) koda i definira se
izrazom:

L=k(m-1), (6.1)

a broj stanja konvolucijskoga kod(er)a jednak je P Duljinu ogranicenja ., predstavlja broj bitova
u memoriji kodera koji utjeCu na stvaranje n izlaznih bitova. Duljina ograni¢enja . takoder se
oznacava velikim slovom K, S§to se moZe pobrkati s malim slovima k, a on predstavlja broj ulaznih
bitova. U nekim knjigama K je jednak umnosku & x m.

Cesto, u trgovackim (komercijalnim®®) detaljnim opisima (specifikacijama®), kodovi su odredeni s (r,
K), gdje je r brzina koda k/n, a K je duljina ogranicenja. Duljina ogranicenja K, takoder je jednaka /—
1, kao $to se definira i u ovoj skripti. U nastavku, konvolucijski kodovi oznacit ¢e se kao (n, k, m), a ne
kao (7, K) kodovi.

6.3.1. 6.3.1. PARAMETRI KODA | STRUKTURA KONVOLUCIJSKOGA KODA

6.3.1.1. 6.3.1.1. Posmicni registar

Flip-flop sklop dijeli se na: jednostavan (transparentan'™ ili asinkron) sinkrono okidan. Jednostavan
flip-flop, obi¢no se naziva sprega (latch). Rije¢ sprega uglavnom se koristi za naznaciti sklopove
skladistenja, dok se okidani uredaji opisuju kao flip-flop. Sprega je osjetljiva na razinu, a flip-flop
osjetljiv je na rub (uspon ili pad). Ako se spregnu, postaju transparentni, a flip-flop mijenja izlaz samo
jednom vrstom (porastom ili padom) brida okidnoga takta. Tradicijski, flip-flop sklop temelji se na
bipolarnim tranzistorima (slika 6.2).

% komercijalan ... (lat. commercialis) trgovadki, obrtni, privredni, prometni; drustveni; komercijalna ulica trgovacka ulica;
komercijalne igre drustvene igre; komercijalni sustav drzavne privredne politike koji povlaséuju trgovinu, osobito na racun
poljoprivrede; komercijalni traktat trgovinski ugovor

% specifikacija ... (lat. specificatio) nabrajanje pojedinosti, podroban (detaljan) opis, popis svih pojedina¢nih predmeta koji
spadaju zajedno; posebna oznaka

' transparentan ... (lat. trans-parere) proziran, bistar, jasan
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Slika 6.2: Flip-flop sklop napravljen bipolarnim tranzistorima

Posmic¢ni registar joS je jedna vrsta strujnoga kruga serijske logika koja se koristiti za skladiStenje ili
prijenos podataka u obliku binarnih brojeva "posmikom" podataka, u svakome taktu za jedan. Odatle i
dolazi naziv "posmicni registar" (slika 6.3).
paralelan izlaz podataka
Q Q Q

Tmss Lt fiss

=L L
serijski ulaz Q serijski izlaz
D >
podataka 1bit|l1 bit|l1 bit||1 bit] ~ Podataka
TMSB T T TLSB
D D, Dy Dy

paralelan ulaz podataka

Slika 6.3: Posmicni registar ostvaren nizom od 4 bistabila

On se u osnovi sastoji od nekoliko podatkovno spregnutih bistabila D vrste "od jednoga bita". Skup D
bistabila (po jedan za svaki bit), spaja se serijski tako da izlaz iz jedne podatkovne sprege postaje ulaz
u sljedecu spregu 1 tako dalje.

Strukturu konvolucijskoga kodera lako je nacrtati iz njegovih parametara. Prvo nacrtamo m okvira koji
predstavljaju m registara. Zatim nacrtamo » zbrajala modulo 2 (EXOR) za predstaviti » izlaznih bitova.
Sada spojimo registre na zbrajala prema izrazu polinom-generatora kao $to prikazuje slika 6.4.

1,1,1)
%_w‘ Sy, = (u1 +uo + u-1) mod-2
u—" Uy “71
vy~ L | v = (o + 1) mod-2
(0,1,1)
—_ V3 vs = (u; + u_1) mod-2
(1,0, 1) L=kim-1)=2

Slika 6.4: Ovaj (3, 1, 3) konvolucijski kod ima 3 registara, 1 ulazni bit i 3 izlazna bita.
Zoran prikaz rada konvolucijskoga kodera sadrzi sljedeca animacija:
zbrajalo @ {L’

Ulazni registar  Posmicni registag

0[{Of0

Stanmje registra 7” 000

zbrajalo @ IL)
Na slikama 6.5 1 6.6 prikazuje se kod brzine 1/3.

niz izlaznih bitova
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] [ | e
C out
v, L Clock : .
©,1,1) I - e va
(13 09 1)
a) izvedbena shema b) izvedba simulacijskim programom LOGISIM-win-2.7.1
Slika 6.5: Kodiranje (2, 1, 3) koderom
- c i'1|. v, paralelan prijenosﬁ
cin ¢ out Q] reset izlaza
Ulaz 0 1 0 + =1 -
¢ D Q D (illD QT c out .ﬁZ |P"'3 s = ol2eno > :
r XXXXXXX enq) enn =q]8]
cin V3 —
-+ serijski prijenos
C|0CKE 1 1 L C gut
RESETE = > L

XXX

011010011010100110101

tamno-zeleno = 0 = serijski prijenos
ocditanje izlaza

Slika 6.6 Kodiranje (2, 1, 3) koda simulacijskim programom LOGISIM-win-2.7.1

Svaki ulazni bit kodira se u 3 izlazna bita. Duljina ogranicenja koda je 2. Tri izlazna bita proizvode 3
zbrajala modulo-2 zbrajanjem odgovarajuc¢ih bitova u memorijskim registrima. Obrazac, koji Ce se
bitovi zbrojiti da bi proizveli izlazni bit, zove se polinom-generator (g) za taj izlazni bit. Na primjer,
prvi izlazni bit ima polinom-generator (1, 1, 1). Izlazni bit 2 ima polinom-generator (0, 1, 1), a treéi
izlazni bit ima polinom (1, 0, 1). Izlazni bitovi samo su zbroj EXOR ovih bitova.

vi = (u; ® up ® u_) mod-2
vy = (up ®© u_;) mod-2
vs = (u; @ u_;) mod-2
Polinomi rezultiraju kodom prema svojoj jedinstvenoj kakvoci zastite od pogreske. Jedan (3, 1, 4) kod

moze imati sasvim razli¢ita svojstva u odnosu na neki drugi kod, ovisno o odabranim polinomima.

6.3.1.2.

Postoji mnogo izbora za polinome koda bilo kojega reda 7. Svi oni ne moraju proizvesti nizove, dobro
zaSticene od pogreSaka. Knjiga Petersena i Weldona sadrzi cjelovit popis tih polinoma. Dobri polinomi
koji se nalaze u ovome popisu, pronadeni su racunalnom simulacijom. Popis dobrih polinoma za
kodove brzine 1/2 dan je u tablici 6.1.

6.3.1.2. Kako se odabiru polinomi?

Tablica 6.1 Polinom-generatori koje je pronasao Busgang za dobre "kodove" brzine 1/2

Duljina ograni€enja | Zbrajalo G1 | Zbrajalo G2 | Duljina ograni€enja | Zbrajalo G1 | Zbrajalo G2
3 110 111 7 110101 110101
4 1101 1110 8 110111 1110011
5 11010 11101 9 110111 111001101
6 110101 111011 10 110111001 | 1110011001
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6.3.1.3. 6.3.1.3. Stanja koda

Znamo da postoje stanja naSega uma pa to preslikamo i na kodere. Jedan dan smo depresivni, a ve¢
sljedec¢ega dana mozda sretni, a to su razli¢ita stanja u kojima se mozemo nalaziti. Na$ izlaz ovisi o
naSim stanjima uma, a to se odrazava "izrazom lica" pa mozemo kazati da 1 koderi rade na ovaj nacin.
Ono §to im je izlaz, ovisi o tome kakvo je stanje njihova "uma". Nasa stanja su slozena, ali stanja
kodera samo je niz bitova. Profinjeni koderi imaju duge ogranicene duljine, a neki drugi jednostavno
imaju kratke, pokazuju¢i broj stanja u kojima se mogu nalaziti. Kod (2, 1, 4) na slici 6.7 ima
ogranicenu duljinu 3.

(1,1,1,1) reqistar s 4 stanja cin
&— v, ul=1101} ' +
> 1101 r coit | |

e ¢ Cirll' —.v1
R P P P Clock._

[ c out

C ir1|.

RESET | cin

&— v, E: Leout + —.VZ

(1,1,0,1) c out
Slika 6.7: Stanja kodera predstavijaju sadrzaji registara

registri sadrze ove bitove. Ne-zasjenjen registar sadrzi dolazni bit (ali i on je u ovome
primjeru ukljucen u stvaranje izlaznoga niza). Teorijski, to znac¢i da 3 bita ili 8 razli¢itih sloZzaja ovih
bitova moze postojati u registarskim memorijama. Ovih 8 razli¢itih slozaja odreduju kakav ¢emo izlaz
dobiti za kodirane nizove v; i v,. Slozaji bitova u registrima zovu se stanja koda i
definiraju se kao

broj stanja = 2" (6.2)
gdje je L ... ogranicena duljina koda i jednaka je
L=k(m-1). (6.3)

Zamislimo stanje kao svojevrstan pocetni uvjet. Izlazni bit ovisi o tome pocetnome stanju koje se
mijenja u svakome vremenskom odsjecku. Ispitajmo stanja (2, 1, 4) koda prikazanoga na slici 6.7. Za
svaki ulazni bit, ovaj kod Salje 2 bita na izlaz. To je kod brzine 1/2. Njegova duljina ograni¢ena je na 3.
Ukupan broj M iznosi 8. Osam stanja ovoga (2, 1, 4) koda su:
- Slika 6.8 opisuje oznake na dijagramu stanja za koder od 2 stanja za (2 1 2) kod

S 0

Slika 6.8: Opis oznaka na dijagramu stanja za (2, 1, 2) kod.

Slika 6.9 dodatno opisuje oznake na dijagramu stanja (polinom-generatori).

1,1,0
( >)®mod2 >V, (1)

polinom-generatori
za

un)-Im " (2,1, 3) kod

(), u(n_y) | u(n_y)

A

_? mod 2 vl(n)
(1,1, 1)

Slika 6.9: Pogled na blok-dijagram konvolucijskoga kodiranja (2, 1, 3) s posmicnim registrima.

2 punctured ... prekinut, (ras)puknut, probusen, okljastren, podrezan
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6.3.1.4. 6.3.1.4. Probuseni kodovi

U posebnome slucaju kada je £ = 1, kodovi brzina 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/7, ponekad se nazivaju maticni
kodovi. Mozemo sjediniti pojedine ulazne kodne bitove za proizvesti probusene kodove (punctured
codes)' koji nam daju brzina koda, razli¢itu od 1/n. Koristenjem zajedno 2 dvo-brzinska koda od 1/2
kao $to prikazuje slika 6.10, a zatim ne slanjem jednoga od izlaznih bitova, mozemo pretvoriti ovu
brzinu iz 1/2 u brzinu 2/3 koda, 2 dolazna i1 3 odlazna bita (a ne 4, koliko ih je raspolozivo).

D Vi regiptar s 3 sfanja L vi
ut = 1101 | ' : cin
010 cin +—@

1‘ Cout C gut
U Up | Uy (U, | !
V2

cin
e, f—9

C gut
D Vi rebyiptar s 3 sfanja L v3
- cin
$ 010 cin +—@
Clock 1 1‘ + 1 c out
c out
U | Uy | Uo (U / |

RESET cin ] "’I4
+1
( ) c out
Slika 6.10: Dva (2, 1, 3) konvolucijska koda proizvode 4 izlazna bita. Bit broj v; je "probusen", tako
da je slozaj, ucinkovit (3, 2, 3) kod.

Ovaj koncept zove se busenje (puncturing). Na prijemnoj strani, dodatni bitovi (Sto ne utjeCu na mjeru
dekodiranja) umecu se na odgovaraju¢a mjesta prije dekodiranja. Ova tehnika omogucuje proizvesti
kodove razlicitih brzina koriStenjem samo jednoga jednostavnoga sklopa. lako mozemo izravno
ustrojiti kod brzine 2/3, prednost "podrezanoga" koda je da se brzine mogu dinamicki (programski)
mijenjati, ovisno o stanju kanala, kao $to je npr. utjecaj atmosferskih smetnji i sl. Cvrsta provedba,
1ako je jednostavnija, ne dopusta takvu dinamiku.

6.3.1.5. 6.3.1.5. Struktura koda za k > 1
Naizmjence mozemo stvoriti kodove gdje je £ > 1 bita kao Sto je npr. (4, 3, 3) kod (slika 6.11).

0,1,0,0,[1,0,1,0,1) "

@D
g 0y 1y / T \

> ) =

1,0,1,0,1,0,0,0,0 0,0,1,1,0,1,0,1,0) (0,1,0,|0,0,1,1,0,1
Vz V3 Vy

[duljina ograni¢enja je: L =k (m—1) =3 - (3—1) = 6]
Slika 6.11: Ovaj (4, 3, 3) konvolucijski kod ima 3 x 3 = 9 memorijskih registara, 3 ulazna i 4 izlazna
bita. Osjencani registri sadrze "stare" bitove predstavljajuci trenutno stanje.

Ovaj kod ima 3 ulazna 1 4 izlazna bita. Broj registara je 3. Duljina registara ograni¢ena je na 3 x 2 =6
stanja. Kod ima 64 stanja. Ovomu kodu trebaju polinom generatori 9-toga reda. Zasjenjeni
predstavljaju ogranic¢enu duljinu.

Postupak za izradu strukture (n, k, m), gdje je k broj ve¢i od 1, je kao §to slijedi. Prvo nacrtamo &
skupova od m kvadrata. Zatim nacrtamo » zbrajala. Sada spojimo » zbrajala na memorijske registre

12 punctured ... prekinut, (ras)puknut, probusen, okljastren, podrezan
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koristeéi koeficijente odgovarajucega polinoma n-toga (kxm) stupnja. Ono Sto ¢emo dobiti je struktura
(4, 3, 3) koda kao ona §to ju prikazuje slika 6.11.

6.3.1.6. 6.3.1.6. Sustavan i nesustavan kod

Poseban oblik konvolucijskoga koda u kojemu izlazni bitovi sadrze lako prepoznatljiv niz ulaznih
bitova naziva se sustavan oblik. Sustavnu inacicu gornjega (4, 3, 3) koda prikazuje slika 6.12.

Uy, Uy, Usg

\ 4

~\ Séé o

> V}: Vza V]

Slika 6.12: Sustavna inacica konvolucijskoga (4, 3, 3) koda.

Sustavna inacica ima isti broj memorijskih registara, 3 ulazna i 4 izlazna bita. Izlazni bitovi sastoje se
od 3 izvorna bita i 4-toga "paritetnoga" bita. Od 4 izlazna bita, 3 su ista kao i 3 ulazna bita. Cetvrti bit,
vrsta je paritetnoga bita kojega tvori sastav triju bitova koriste¢i polinom-generator. Radije se koriste
sustavni u odnosu na ne-sustavne kodove, jer su pregledni. Oni takoder zahtijevaju manje opreme za
kodiranje. Drugo vazno svojstvo sustavnih kodova jest da nisu "katastrofi¢ni'®", $to zna&i da se
pogreske ne mogu prostirati na katastrofican nacin. Sva ta svojstva ¢ine ih veoma poZeljnima. Sustavni
kodovi takoder se koriste u modulaciji kodirane resetke TCM (Trellis Coded Modulation). Svojstva

zaStite od pogresaka sustavnih kodova, medutim ista su kao ona za ne-sustavne kodove.

6.3.2. 6.3.2. KODIRANJE DOLAZNOGA NIZA

Izlazni niz v, moZze se izracunati konvolucijom (*) ulaznoga niza u i impulsnoga odziva g. To se moze
izraziti kao

v=u*g (6.4)
ili u op¢enitijem obliku
v =2 gl (6.5)
i=0

gdje je v/ izlazni bit / kodera j, u;; je ulazni bit, a g/ je i-ti izraz u polinomu,j.

Kodirajmo niz od dva bita 1 1 0 (2, 1, 4) kodom te pogledajmo kako postupak radi. Prvo ¢emo
propustiti jedan bit "1" kroz ovaj koder kao §to prikazuje slika 6.13.

1L,1,1,1,)e——1 >—1 O>—1 e—1
110(0]0 011]10]0 0j]0[1]O0 0]010(1
(1,1,0,1,) @—— 1 &—— 1 &—— () &——1
a)t=0, b)t=1, c)t=2, o dt=3,
stanje kodera = 000 stanje kodera = 100 stanje kodera = 010 stanje kodera = 001
ulazni bit = 1, ulazni bit = 0, ulazni bit = 0, ulazni bit = 0,
izlazni bitovi = 11 izlazni bitovi = 11 izlazni bitovi = 01 izlazni bitovi = 11

Slika 6.13: Prolaz kroz koder niza bitova od samo jedne 1. Jedan bit stvara izlaz od osam bitova.

1 katastrofa ... (gré. katastrofe) preokret, prevrat, obrat, odludan trenutak; u drami: odludan dogadaj koji dovodi do
razrjeSenja zapleta (usp. epistaza i katastaza); svaki odlucujuéi, posebice nesretan obrat; tezak (ili nesretan) dogadaj,
propast
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a. U trenutku ¢ = 0, vidimo da je pocetno stanje kodera "sve 0" (bitovi u desnome dijelu L = 3
registarskih mjesta). Ulazni bit 1 uzrokuje pojavu dvaju bitova 11 na izlazu. Kako smo to
izracunali? Zbroj svih bitova u registrima po modulu 2 za prvi bit (gornji izlaz) 1 zbroj modulo 2
triju bitova za drugi izlazni bit (donji izlaz) prema koeficijentima polinoma.

b. U trenutku ¢ = 1, ulazni bit 1 pomice se desno u registar. Ulazni registar sada je prazan i puni se
bitom 0 za ispiranje. Koder je sada u stanju 100. Izlazni bitovi sada su opet 11 prema istome
izracunu.

c.  Ulazni bit 1 pomice se opet u desno. Sada je koder u stanju 010 pa se drugi bit za ispiranje seli u
ulazni registar. Izlazni bitovi su sada 10.

d. U trenutku # = 3, ulazni bit seli se u posljedn;ji registar i stanje ulaza je 001. Sada su izlazni bitovi
11.

e. U trenutku ¢ = 4, ulazni bit 1 potpuno je prosao kroz koder i koder se "isprao" u stanje "sve 0" te
je spreman za prijem sljede¢ega niza.

6.3.3.  6.3.3. IMPULSNI ODZIV KODERA

Imajte na umu da jedan bit proizvodi izlaz od 8 bitova, iako je nominalna brzina koda 1/2. Ovo
pokazuje da je za male nizove prekoracenje znatno vece od nominalne brzine, $to inace vrijedi samo za
duge nizove. Ako ucinimo istu stvar bitom vrijednosti 0, dobit ¢emo niz od 8 bitova "sve 0". Ono §to
smo upravo proizveli zove se impulsni odziv ovoga kodera, a to je niz [11 11 10 11]. Sli¢no, odziv na
ulazni bit 0 ima impulsni odziv [00 00 00 00] (nije prikazan, ali je rezultat ocigledan).

Konvolucija'® ulaznoga niza kodnim polinomom, proizvodi ova dva izlazna niza, §to je razlog zasto
se ti kodovi zovu konvolucijski kodovi. Prema nacelu linearne superpozicije, sada mozemo proizvesti
kodiran niz iz navedenih dvaju impulsnih odziva kao $to slijedi. Pretpostavimo da imamo ulazni niz
[1011] 1 Zelimo znati §to ¢e postati kodiran niz. Mozemo izracunati izlaz samo dodavanjem pomaknute
inacice pojedinih impulsnih odziva (slika 6.14).

Ulazni bitovi Njihov impulsni odziv
1 1 11 10 11
0 00 00 00 OO0
1 1 11 10 11
________ 1 @ 11 11 10 11
Zbroijiti za dobiti kod ——
10 1 1 Zbroj=]11 11 01 11 01 01 11

Slika 6.14: Jedinicni impulsni odzivi kodera na 0 odnosno 1

Dobili smo odziv na niz [1011] dodavanjem pomaknutih ina¢ica odziva na 1 odnosno na 0. Rezultat
kodiranja, u svakome vremenskome odsjecku, prikazuje tablica 6.2.

Tablica 6.2 - Izlazni bitovi i bitovi kodera za (2, 1, 4) kod - ulazni bitovi su: [1011000]

Vrijeme | Ulazni bit | Izlazni bitovi | Stanje registara
0 1 11 000
1 0 11 100
2 1 01 010
3 1 11 101
4 0 01 110
5 0 01 011
6 0 11 001

Na slici 6.15, pomoc¢u kodera za provjeru, ru¢no smo postavili niz [1011] i dobili smo isti odziv.

1% Konvolucija je integral §to opisuje veli¢inu preklapanja jedne krivulje g drugom krivuljom f dok se jedna pomice preko

druge (Vidi http://mathworld.wolfram.com/Convolution.html).
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Dolazak 1 0 0 0 Dolazak
) 3 01110710
bita bita
&—1 &— 1

a) t =0, stanje kodera = 000

Ulazni bit = 1, izlazni bitovi = 11 b) t =1, stanje kodera = 100

Ulazni bit = 0, izlazni bitovi = 11

e— 0 e—— 1
Dolazak 1 0 1 0 Dolazak
) S 1({1(0]1
bita bita
&—1 &— 1

c) t = 2, stanje kodera = 010

Ulazni bit = 1, izlazni bitovi = 01 d) £ =3, stanje kodera = 101

Ulazni bit = 1, izlazni bitovi = 11

&— 0 S— 0
Dolazak 0 1 1 0 Dolazak
bita bita
1 &— 1

e) t = 4, stanje kodera = 110,

Ulazni bit = 0 (zavréni bit), izlazni bitovi = 01 f)£=5, stanje kodera = 071

Ulazni bit = 0 (zavrsni bit), izlazni bitovi = 01

— 1 o—
Dolazak Dolazak
5 0[0fO0]1 s 010]0(0
bita bita
— 1 &—
g) t = 6, stanje kodera = 001 h)t=4,
Ulazni bit = 0 (zavrsni bit), izlazni bitovi = 11 Ispiranje i vra¢anje kodera u stanje = 000

Slika 6.15: Kodiranje (2, 1, 4) kodom
Ovo pokazuje da je konvolucijski model ispravan. Kodirani niz je [11 11 01 11 01 01 11].
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15. Laboratorijska vjezba 14: Kodiranje, dekodiranje i ispravak pogresaka
difuzijskim pragom
Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

14.  LABORATORIJSKA VJEZBA 14: KODIRANJE | DEKODIRANJE KONVOLUCIJSKIH KODOVA
DIFUZIJSKIM PRAGOM

14.1. Postupak kodiranja

14.2. Postupci dekodiranja i ispravke pogresaka

Slika 6.2
kr]
D_} 000000000000 000330A40000000000000 5]
1 |
4
1 00000aaanq -y aoao0aaaa s 00000 aaan
¥
£ |
'—
11 <:(f
1
a K
Slika 6.3 L 00 'L
I 00000 a0a0da0a0a0aa0dAa0a0dnadananf
RESHT @]
3. korak  Sklop 5to daje 2 CLK a L
00000000000 0040000000000000004a0
P —

I. korak zatim samo 1 CLE
IE a md na0dadaaaa ud n00aaaaa md dd00434adaaa
L 1

l
L

L]
korak: i j-:-§ 1 CLE RESET

E 1} Q00000000000000000000000000004a000
o
L1
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6.4. 6.4. Oblikovanje kodera

6.41. 6.4.1. PREGLEDNA TABLICA

Dvije metode u prethodnome poglavlju pokazuju matematicki $to se dogada u koderu. Sklop kodera je
puno jednostavniji, jer koder nije matematika. Koder za konvolucijski kod koristi preglednu tablicu za
kodiranje. Pregledna tablica sastoji se od Cetiri stavke.

1. Ulazni bit.

2. Stanje kodera. To je jedno od 8 mogucih stanja za primjer (2, 1, 4) koda

3. Izlazni bitovi. Za (2, 1, 4) kod izlazi su 2 bita, a izbori su 00, 01, 10, 11.

4.  Stanje izlaza, To je ulazno stanje za sljede¢i bit.

Za (2, 1, 4) kod zadan polinomima na slici 6.15, stvorena je sljedeca pregledna tablica 6.3.
Tablica 6.3 Pregledna tablica za koder (2, 1, 4) koda

ulazni bit prije posmika | prijelaz | poslije posmika izlazni bitovi
i1 s1s2s3 iz...u s1s2s3 0102
0 000 — 000 00
1 000 — 100 11
0 001 — 000 11
1 001 — 100 00
0 010 — 001 10
1 010 — 101 01
0 011 —> 001 01
1 011 —> 101 10
0 100 — 010 11
1 100 — 110 00
0 101 — 010 00
1 101 — 110 11
0 110 — 011 01
1 110 — 111 10
0 111 — 011 10
1 111 — 111 01

Ova pregledna tablica u potpunosti opisuje (2, 1, 4) kod. Ona je razli¢ita za svaki kod, ovisno o
parametrima 1 koriStenim polinomima.

Na WEB stranici: http://www.invocom.et.put.poznan.pl/~invocom/C/P1-7/en/P1-7/index.htm

prikazuje se niz animacije kako se stvaraju konvolucijski kodovi, a namijenjene su boljemu
razumijevanju proucavane problematike konvolucijskoga kodiranja.

Postoje tri graficka nacina analize kodera za bolje razumijevanje njegovoga rada. To su:
1.  Dijagram stanja

Stanje kodera definira se kao sadrzaj stanja njegovih registara. Dijagram stanja sadrZi iste informacije
kao 1 pregledna tablica, a prikaz je graficki. Prikladno je ispratiti animacijski dijagram stanja.pps.

2. Dijagram stabla

Za konvolucijske kodove, dijagram stabla prikazuje sve moguce informacije i kodirane nizove.
Zadavanjem ulaznoga niza, kod(ira)ni nizovi mogu se izravno procitati iz grana stabla. Idu¢i dublje u
grane stabla, dijagram stabla pokazuje protok vremena. U svakome vremenskome trenutku, izravno se
prikazuju svaki (i svi) prijelazi izmedu stanja.

3. Dijagram resetke.

Stvaran kodiran niz moze se prikazati putanjama izmedu stanja u dijagramu resSetke. Os x prikazuje
diskretno vrijeme, a os y prikazuje sva moguca stanja. Ovakav dijagram upucuje nas kako dekodirati
primljen kodiran niz. Ako se primljen niz (zbog pogreSaka) ne uklapa u dijagram, onda pri dekodiranju
moramo odabrati putanju koja je najbliza primljenome nizu te tako odabrati ispravljen niz.
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6.4.2. 6.4.2. DIJAGRAM STANJA
Dijagram stanja za (2, 1, 4) kod prikazuje slika 6.16.
Pune (plave) crte oznagavaju dolazak 1.

Crtkane (crvene) crte oznaCavaju dolazak 0.
Svaka kruznica predstavlja stanje.

U bilo kojemu trenutku, koder boravi u jednome
od tih stanja.

Crte prema stanju i od stanja pokazuju stanja
prijelaza koja su moguca kako bitovi pristizu.

(f)
&y
U svakome vremenskome trenutku moze doci (b)O

ili bit 1 ili bit 0.
Svaki od tih dvaju dogadaja omoguéuje koderu
skok u razli¢ito stanje.

Dijagram stanja nema vrijeme kao dimenziju i
stoga stremi intuicijskome razmatranju.

@)
v, .. R
R Y
(CIN N @ 0N

Za svako stanje, izlazni bitovi prikazani su uz crtu o 714 & AI0
Strelice oznac¢avaju prijelaz u novo stanje @ J€)

(...\All about Digital Modulation\Dijagram stanja.ppt)
Slika 6.16: Dijagram stanja (2, 1, 4) koda

Svaka kruznica predstavlja stanje. U bilo kojemu trenutku, koder boravi u jednome od tih stanja. Kako
bitovi pristizu, crte prema stanju i1 od stanja, pokazuju moguce stanje prijelaza. Samo dva dogadaja
mogucéa su u svakome trenutku, dolazak bita 1 ili dolazak bita 0. Svaki od tih dvaju dogadaja
omogucuje koderu skok u novo stanje. Dijagram stanja nema vremensku dimenziju pa stremi
intuicijskome razmatranju.

Usporedimo gornji dijagram stanja i preglednu tablicu kodera. Osim $§to je prikaz graficki, dijagram
stanja sadrzi iste informacije kao i pregledna tablica. Pune crte pokazuju dolazak 0, a isprekidane crte
prikazuju dolazak 1. Izlazni bitovi u svakome slucaju, prikazani su uz crtu, a strelica oznacava prijelaz
1z staroga stanja u novo stanje. Jo$ jednom vratimo se ideji stanja. O tome gdje ste (stanje) odreduje se
na koliko na¢ina moZete putovati (izlaz). Neka stanja kodera dopustaju izlaze 11 1 00, a neka dopustaju
samo stanje 01 i stanje 10. Nema stanja koje dopusta sve &etiri moguénosti.'”

Kako mozemo kodirati niz [1011] koriste¢i dijagram stanja (vidi i prati sliku 6.16)?
o Poc¢nimo stanjem [000] (a). Dolazak bita 1 daje izlaz 11 i vodi nas u stanje [100] ().
o Dolazak iducega bita 0, Salje na izlaz bitove 11 i vodi nas u stanju [010] (c).
o Dolazak iducega bita 1, Salje na izlaz bitove 01 1 vodi nas u stanju [101] (d).

. Dolazak posljednjega bita 1 Salje na izlaz bitove 11 i vodi nas u stanje [110] (e). Tako sada
imamo na izlazu prikupljen niz bitova [11 11 01 11]. No, ovo nije kraj. Moramo dovesti
koder natrag u stanje "sve 0".

o Iduéi dolazni bit je 0 pa se iz stanja [110], ide u stanje [011], a na izlazu se pojavljuju
bitovi 01 1 pridruzuju nizu [11 11 01 11] s desne strane, dakle, izlaz je [11 11 01 11 O1].

o Iz stanja [011] (f) ide se u stanja [001] (g), a na izlazu se pojavljuju bitovi 11 1 pridruzuju
se gornjemu nizu s desna, a

. zatim 0 na ulazu vodi prema stanju 000 (a) 1 kona¢nome izlaznom nizu: [11 11 01 11 01 01
11].

Ovo je isti rezultat kao i onaj Sto smo ga dobili zbrajanjem pojedinacnih impulsnih odziva za bitove
[1011000].

195 Objasniti ovu re¢enicu!?!
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6.4.3. 6.4.3. DIJAGRAM STABLA
Slika 6.17 prikazuje dijagram stabla za (2, 1, 4) kod.

Crvene okomite crte znace dolazak bita 0. 00 (000)
Plave okomite crte oznaCavaju dolazak bita 1. 00 {000) |_11 (fog)
Na vodoravnim crtama, prva 2 bita su iziaznii 00 (ooj | 11 {1oo) [ 11 (o10)
Broj unutar zagrada je stanje registra 00 (110)
Prva grana (lijevo na slici), ozna¢ava dolazak 0 ili 1 00 (Do0) 70 (0010
Za pocetno stanje pretpostavlja se da je [000]. 11 (fogy [ 11 @10 | 01 ({oi)
Ako se primi 0, penjemo se. 00 (i10)
Ako se primi 1, spustamo se. 10 (111
Neka je kodni niz [1011] kao i prije. G0 (0o0) 7 o)
Na grani 1 (lijevo), spustamo se (dvostruka crta). 10 (o1) | 0o (100)
Izlaz je W% (brojke zelene boje), a stanje je [100]. o | o1 o)
Sada se primila O pa se penjemo (dvostruka crta). 11 (io0) ' 11 (110
Izlazni bitovi su ¥, a stanje je sada [011]. bito 5T o)
Sljedeci dolazni bit je 1. 00 (ifg) [0 @11 |10 {1o1)
Spustamo se, pa smo dobili izlaz 01 10 @) [0 @10
Sada je stanje izlaza [101]. 01 (111)
Sljedeci dolazni bit je 1. 20 (000
Spustamo se i opet su izlazni bitovi 1. l 0589 | 11 (00
Od ove tocke, u odzivu na ulazni bit 0 ' o
izlaz e, a stanje kodera je [011]. 01@10) | 0100 f 11 @10

Sto ako je niz duzi, bl
Sto ako ponestane grana na drvetu?
Registri kodera "ispiru” se

tj., njegova stanja popunjavaju se nulama
tako je na$ ulazni niz zapravo [1011000].

Zadnja 3 bita [000] zovu se t 1] (000)

"bitovi za ispiranje” (flush bits) ili

"punjenje repa bitovima" (tail-biting). 01 od) | oo @@ad)
Sada iz toCke 1 skacemo u tocku 2 (zuta traka) 01 ©11) | _10 (o) [ 00 @10
i penjemo se za tri grane 00 (i10) 11 (110
pa na izlazu imamo potpun niz, a to je: 01 (po1)
10 (111 10 (o11) | 10 (101)

eI o0 . o1 i1 [0 o1

01 [111)

Slika 6.17: Dijagram stabla (2, 1, 4) koda

Dijagram stabla prikazuje prolaz vremena, kako idemo dublje u grane drveta. On je neSto bolji od
dijagrama stanja, ali jo$ uvijek ne namece se kao pristup za predstavljanje konvolucijskih kodova.

Ovdje umjesto "skakanja" iz jednoga stanja u drugo, "pomicemo" se po granama stabla gore-dolje,
ovisno o tomu jesmo li primili 0 ili 1.

Na slici 6.17, pune crte pokazuju dolazak bita 0, a crtkane crte dolazak bita 1. Prva dva bita pokazuju
izlazne bitove, a broj unutar okruglih zagrada, opisuje stanja kodera.

Prva grana lijevo na slici 6.17 oznafava dolazak bita 0 ili 1. Za pocetno stanje pretpostavlja se da je
[000]. Ako se primi 0, penjemo se, a ako se primi 1, onda se spuStamo niz stablo.

Neka je kodni niz jednak [1011] kao 1 prije. Na prvoj grani, spustamo se. Izlaz je 11, a stanje registara
je [100]. Zatim se primila 0 pa se penjemo. Izlazni bitovi su 11, a stanje je sada [010].

Sljedeci dolazni bit je 1. SpuStamo se 1 dobivamo izlaz 01 pa je sada stanje izlaz [101].

Sljedeci dolazni bit je 1 pa se spustamo i opet su izlazni bitovi 11. Od ove tocke, u odzivu na ulazni bit
0 izlaz je 01, a stanje registara je [010].

Sto ako je niz duzi, §to ako ponestane grana na drvetu? U tome slu¢aju, dijagram stabla ponavlja se. U
stvari moramo "isprati" koder, tj. njegova stanja popuniti nulama, tako je nas niz zapravo [1011000], a
zadnja 3 bita [000] zovu se "bitovi za ispiranje" (flush bits) ili "punjenje repa bitovima" (fail-biting).

Sada ska¢emo u toCku 2 na stablu 1 penjemo se za tri grane. Na izlazu imamo potpun niz, a to je
[11110111101011]. MoZzda niste iznenadeni da je to takoder isti rezultat kao i onaj koji smo dobili
dijagramom stanja.
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6.4.4. 6.4.4. DINAGRAM RESETKE

Dijagrami reSetke (slika 6.18) su neuredni, ali opéenito imaju prednost pred dijagramima stabla i
stanja, jer predstavljaju linearan vremenski redoslijed dogadaja.

000 ¢— 00 —>¢— 00 —>4— 00 aoj?’/’j?’:ﬁ:?’
\ \
P Pre
>

o . .

010 *
011 *
100 *

101 *

110 *

STANJA REGISTARA U KODERU

111 *

Tponavijaset ...
Slika 6.18: Dijagram resetke za (2, 1, 4) kod'”

Os x prikazuje diskretno vrijeme, a sva moguca stanja prikazana su na osi y. Kre¢emo se vodoravno
kroz reSetku u vremenu. Svaki prijelaz znaci dolazak novih bitova.

Dijagram reetke ostvaruje se crtanjem svih moguéih stanja (2“) na okomitoj osi. Onda spajamo svako
stanje sljede¢im stanjem dopustene kodne rijeci za to stanje. Postoje samo dva mogucéa izbora u
svakome stanju. Ono je odredeno dolaskom bita 0 ili bita 1. Strelice pokazuju ulazni bit, a izlazni
bitovi su prikazani u zagradama. Strelice usmjerene prema gore, predstavljaju bit 0, a one usmjerene
prema dolje, predstavljaju bit 1. Dijagram reSetke jedinstven je za svaki kod, isto kao §to su: dijagram
stanja 1 dijagram stabla. MoZzemo nacrtati reSetku za onoliki broj razdoblja koliki Zelimo. Svako
razdoblje ponavlja moguce prijelaze.

Uvijek pocinjemo stanjem 000. Pocevsi od ovoga stanja, reSetka se Siri na L bitova 1 postaje potpuno
popunjena, kao da su svi prijelazi moguci. Prijelaze ponovite iz ove tocke.

Podsjetimo se, kako ustrojiti reSetku za (2, 1, 4) koder. Konvolucijskim kodovima obi¢no su
pridruZena tri parametra (n, k, m). Oznake u zagradama znace sljedece: 7 ... broj izlaznih bitova =2, k

.. broj ulaznih bitova = 1, a m ... broj memorijskih registara = 4. Da bi svakoj strelici pridruzili ulazna
1 izlazna stanja kodera (npr. 1/10 za stanjel10), ona se racunaju tako da se uz poznato stanje registara
zbroje 2 polinoma koji tvore "dobre" kodove, a prikazana su u tablici 6.1: "Polinom-generatori §to ih je
pronasao Busgang za kodove brzine 1/2". Ponavljamo i sliku za (2, 1, 4) koder s pridruzenim
polinomima uz svako zbrajalo (slika 6.19).

(17 15 1, 1)
S— v,

U Up [ Uy U | U,

S—v,
(17 1’ O, 1)

Slika 6.19: (2, 1, 4) koder s pridruzenim polinomima uz svako zbrajalo

Izlaz tvori sastav od 2 bita redoslijedom v;v,. Tako je brzina prijenosa 1/2, jer za prijenos 2 bita treba
dvostruko viSe vremena u odnosu na prijenos 1 bita. Svojstva takvoga kodera u zaStitnome kodiranju
opravdavaju "usporenje" prijenosa. Polinom-generatori su: gy =x> +x° +x' +x’ i g =x" + 1%+ 0 +x".

1% ZADATAK: Nacrtati dijagram resetke za zadan primljen niz kodiranih binarnih simbola!
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U ovome primjeru, ulazni bit je 1, Sto prema dogovoru u dijagramu resSetke, usmjerava strelicu prema
dolje (dolazni bit 0 usmjerava strelicu prema gore u ¢itavome dijagramu). Ovisno o pristiglome bitu na
ulazu, registar se prebacuje iz stanja u stanje (ili ostaje u istome stanju). Ako je registar u stanju [110],
dolaskom 1 na ulaz u koder, stanje registra mijenja se u stanje [111], a to je dodatan razlog usmjerenja
strelice prema dolje. Ova 2 razloga povezana su medusobno uzro¢no-posljedi¢no. Dode li 1, kao
sljedec¢a znamenka na ulaz u koder, o€ito da koder ostaje u ovome stanju (to potvrduje i smjer strelice),
a ako dode 0, stanje registara se mijenja u [011] pa strelica iz ovoga stanja (u trenutku #; iz primjera)
doseze to stanje.

6.5. 6.5. Dekodiranje
Postoji nekoliko razli¢itih pristupa dekodiranju konvolucijskih kodova. Oni su zdruzeni u dvije
osnovne kategorije.
1.  Serijsko dekodiranje
o Fano algoritam
2.  Dekodiranje najve¢om vjerojatnosti
o Viterbijevo dekodiranje

Obje ove metode predstavljaju dva razli€ita pristupa istoj osnovnoj ideji dekodiranja.

6.5.1. 6.5.1. OSNOVNA IDEJA DEKODIRANJA

Pretpostavimo da su poslana 3 bita brzinom koda od 1/2. Primamo 6 bitova ali za sada zanemarimo
bitove za ispiranje. Ovih Sest bitova mogu, ali i ne moraju sadrzavati pogreSke. Znamo iz postupka
kodiranja da se ti bitovi jedinstveno preslikavaju. Dakle, niz od 3 bita imat ¢e jedinstven izlaz od 6
bitova. No, zbog pogresaka, moZzemo dobiti bilo koju varijaciju od 2 elementa (n = 2) 6. razreda (r = 6
= 6 bitova), s ponavljanjem.

Permutacije triju ulaznih bitova rezultiraju u osam mogucih ulaznih nizova. Svaki od njih pomocu
koda, jedinstveno se preslikava u nizove od Sest izlaznih bitova. Ovo ¢ini skup dopuStenih nizova pa je
zadatak dekodera odrediti koji niz se poslao.

Pretpostavimo prijem niza [111100]. To nije ni jedan od 8 mogucih nizova. Kako ga dekodirati?

Mozemo uciniti dvije stvari:

1.  Mozemo usporediti primljen niz sa svim dopustivim nizovima i odabrati onaj s najmanjom
Hammingovom udaljenoS$¢u (ili najmanjim neslaganjem medu bitovima)

2. Mozemo napraviti korelaciju 1 odabrati nizove s najboljom korelacijom.

Prvi postupak je u osnovi ono §to se krije pod nazivom dekodiranje tvrdom odlukom (hard decision
decoding), a drugi postupak je dekodiranje mekom odlukom (soft decision decoding). Podudarnost
bitova, kao 1 umnozak izmedu primljenoga niza kodne rije¢i, pokazuje da smo dobili dvosmislen
odgovor pa jo$ uvijek ne znamo Sto se poslalo.

Kako broj bitova raste, povecava se broj izracuna potrebnih za dekodiranje na grub nacin (brute force),
pa dekodiranje ovim na¢inom viSe nije praktiéno. Moramo pronaci uc¢inkovitiji nacin da se ne ispituju
sve inacice, ali da mozemo rijesiti nejasnoce gdje imamo dva moguca odgovora. U tablici 6.4 ta dva
odgovora, prikazana su podebljano i osjencano.

Tablica 6.4 Sporazum o bitovima koristi se kao mjera odluke izmedu primljenoga niz i osam mogucih
ispravnih vrijednosti kodiranoga niza.

Ulaz | Ispravan kodiran niz | Primljen niz | Broj podudarnih bitova
000 000000 111100 2
001 000011 111100 0
010 001111 111100 2
011 001100 111100 4
100 111110 111100 5
101 111101 111100 5
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Ulaz | Ispravan kodiran niz | Primljen niz | Broj podudarnih bitova

110 110001 111100 3
111 110010 111100 3

Ako se dobila poruka duZine s bitova, onda je mogu¢ broj kodnih rije¢i 2°. Kako mozemo dekodirati
niz bez provjere svake od tih 2° kodnih rije¢i? To je osnova ideje postupka dekodiranja.

6.5.2. 6.5.2. SERIUSKO DEKODIRANJE

Serijsko dekodiranje, bila je jedna od prvih metoda predlozenih za dekodiranje konvolucijski
kodiranoga toka bitova. Nju je prvi predlozio Wozencraft, a poslije je Fano predlozio bolju inacicu.
Serijsko dekodiranje najbolje se opisuje prispodobom. Daju nam se neke upute koje se sastoje od
poznatih smjernica. No, osoba koja je dala upute nije ucinila dobar posao pa se ponekad ne prepoznaje
smjerokaz, ali zbog toga Sto se ne vidi niti jedna oznaka, osjeca te se da ste na krivome putu. Vracate
se (backtrack)'’ do totke gdje mozZete prepoznati smjerokaz, a onda odabirete zamjenski put sve dok
ne naidete na sljede¢i smjerokaz i konacno dodete do odredista. U ovome postupku, mozete se vratiti
nekoliko puta, ovisno o tome koliko su dobre smjernice o putovima.

Sli¢no, u serijskome dekodiranje bavite se samo jednim putom istovremeno. Mozete se odreci puta u
bilo koje vrijeme i vratiti se natrag te slijediti drugi put, ali vazna stvar je da u bilo kojemu trenutku
slijedite samo jedan put.

Serijsko dekodiranje omogucuje kretanja kroz reSetku naprijed 1 natrag. Dekoder prati svoje odluke i
svaki puta donosi dvosmislenu odluku. Ako podudarnost'® raste brze od vrijednosti nekoga praga,
dekoder odustaje od toga puta i1 vraca se natrag na zadnji put gdje je podudarnost bila ispod toga praga.

6.5.2.1. 6.5.2.1. Dekodiranje dijagramom reSetke
Konacan izgled dijagrama reSetke (trellis diagram) prikazuje slika 6.20.

Dekodirani bitovi: 11 11 01 11 01 01 11

mjera puta
0 =
000 LN ¢ * * * * * /70 1000000=1
2 : 3
w 001 AN . . . . . 09" .
S A /
X 010 ¢ 2 ¢ 2o, ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
o] \ / \ /
< \ \ 0
X oM * Ve NN e * * ¢ . .
< \ / o)
= N i
2 100 * ¥ * S0 * ¢ ¢ ¢
: E S
< 101 . . . 0¥~ _ . . . .
Z 7. N
£ 110 . . . . o® . . .
n Napomena: Mjere grana napisane su neposredno uz strelice!
111 1 4 1 4 1 4 * * * * *

Slika 6.20: Kodiran niz, ulazni bitovi [1011000], izlazni bitovi [11 11 01 11 01 01 11]

Na slici 6.20, dolazni bitovi prikazani su na vrhu. MoZemo zapoceti samo u tocki 1. Kodiranje je
jednostavno. Idemo gore ako je primljen bit 0, a dolje ako je primljen bit 1. Trag bitova u nasemu
primjeru je niz [1011000] 1 pokazuju ga crte. Vidimo da dijagram reSetke daje isti izlazan niz kao i
ostale Cetiri metode: pregledna tablica, impulsni odziv, dijagram stanja 1 dijagram stabla. Svi
dijagrami izgledaju sli¢no i jedinstveni su za svaki kod.

7 Backtracking ... Pretrazivanje unatrag je op¢i algoritam za pronalazenje svih (ili nekih) rjeSenja za neke racunalne
probleme, na nacin da se postupno grade kandidati za rjeSenja, a napusta se pojedini djelomican kandidat ¢ (backtracks),
¢im se utvrdi da ¢ ne moze dovesti do pravoga rjesenja.

1% tallies ... podudara
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6.5.2.2. 6.5.2.2. Dekodiranje algoritmom dekodiranja nizova
Pogledajmo primjer (slika 6.21).

- "IJ_I_ Uputa:  1."P/S" postavi u stanje OM
c out MCITANJE IZLAZA" pastawi u OM
&= i -Unesi ulazni bit {' TRIGGER" ON/OFF)
ciny -+ MCITANJE IZLAZA" postavi u OFF {paralelan prijenos)

s MCITANIE IZLAZA" (ONJOFF) pridruzi 1. bit u "IZLAZNINIZ"

MCITANJE IZLAZA" (QNIOFF) pridruzi 2. bit u "ZLAZNI NIZ
-Ponowi prethodni postupak za SVE preostale ulazne bitove

1
2
3
4
r cgut 5. "PIS" postavi U OFF (priprema za serijski prijenos)
3]
7
8

paralelan prijen

reset izlaza
PISE O P=1 'DlmQ o
S=0 =it ]

—_—
serijski prijenos

Ulaz 0
r> 0001101

TRIGGER 1

RESETE

svjetlo-zeleno = 1 = paralelan prijenos ] IZLAZNINIZ
] opezsene =1 PuREE

b
. tamno-zeleno = 0 = serijski prijenos t 11101011101111
CITANJE IZLAZA

Slika 6.21: Koder u simulacijskome programu LOGISIM-win-2.7.1 za (2, 1, 4) kod

Za kod (2, 1, 4), u prethodnome poglavlju nacrtali smo dijagrame kodera. Pretpostavimo da se kodirao
niz bitova [1011000]. Ne zaboravite da su posljednja tri bita potrebna za "ispiranje" registra. Njihov
naziv je bitovi na repu (tail bits). Ako se nije pojavila pogreska, dobit ¢emo: [11 11 01 11 01 01 11].

Napomena: Prikaz niza brojeva [1011000] na slici 6.21, unosi se obrnutim redoslijedom u koder i
obrnutim redoslijedom prikazuje ga se na izlazu kao niz [11 10 10 11 10 11 11]. Ali recimo da smo
umjesto toga niza dobili: [01 11 01 11 01 01 11]. Pojavila se jedna pogreska. Prvi primljen bit je 0
umjesto 1 (slika 6.22.a).

Za kodiranje: 1 0 1 1 0 0 0
Izlaz iz kodera: 11 11 01 11 01 01 11

Primljeni bitovi: 01 11 01 11 01 01 11
000—

001—

010—

01—

100—

01—

o

STANJA REGISTARA U KODERU

M

Slika 6.22.a: Serijsko dekodiranje pretragom puta za (2, 1, 4) kod

1.  Tocka odluke 1 Dekoder promatra prva dva bita, 01. Odmah se uocava da je doslo do pogreske
zbog toga Sto prva dva bita mogu imati vrijednosti samo 00 (ako je prvi bit na ulazu u koder bio
0) ili 11 (ako je prvi bit na ulazu u koder bio 1). No, koji je od dvaju bitova primljen kao
pogresan, prvi ili drugi? Dekoder slu¢ajno odabire 00 kao polazni izbor. Da bi bitovi odgovarali
sastavu 00, dekodira se ulazni bit kao 0. U svoj broja¢ pogreSaka dekoder postavlja 1. Sada se
dekoder nalazi u tocki odluke 2 (slika 6.22.b).
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Kodira se: 1 0 1 1 0 0 0
Izlaz iz kodera: 11 11 01 11 01 01 11

Primljeni bitovi: 01 11 01 11 01 01 11

STANJA REGISTARA U KODERU

Slika 6.22.b: Serijsko dekodiranje pretragom puta za (2, 1, 4) kod

2. Tocfka odluke 2 Dekoder promatra sljede¢i skup od 2 primljena bita, a oni su 11. Odavde,
donosi odluku da je poslana 1 §to odgovara upravo jednoj od kodnih rijec¢i. Ova odluka dovodi
dekoder do tocke odluke 3 (slika 6.22.c).

Kodira se: 1 0 1 1 0 0 0
Izlaz iz kodera: 11 11 01 11 01 01 1
Primljeni bitovi: 01 11 01 11 01 01 1

STANJA REGISTARA U KODERU

Slika 6.22.c: Serijsko dekodiranje pretragom puta za (2, 1, 4) kod

3. U tocki odluke 3. Primljeni bitovi su 01, ali pod-izbori za kodne rijeci su 00 (ako je sljedeci
ulazni bit u koder prije kodiranja bio 1) 1 11 (ako je sljedec¢i ulazni bit u koder prije kodiranja bio
0). Uocava se kao nova pogreska pa se broj pogresaka povecan na 2. Dok god je broj pogresaka
manji od vrijednost praga 3 (a to smo postavili na temelju statistike kanala), dekoder nastavlja
naprijed. On proizvoljno odabire put prema gore (11) (prema tocki 4) i nastavlja do donosSenja
odluke u tocki broj 4 ako se kodirala 0 (slika 6.22.d).

Kodira se: 1 0 1 1 0 0 0
|zlaz iz kodera: 11 11 01 1 01 01 11
Primljeni bitovi: 01 11 01 11 01 01 11
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Slika 6.22.d: Trazenje puta serijskim dekodiranjem za (2, 1, 4) kod

4. U tocki odluke 4. Dekoder prepoznaje joS jednu pogresku, jer su primljeni bitovi 11, ali su
moguci izbori za kod(ira)ne znamenke 10 i1 01, jer samo ove znamenke mogle biti rezultat
kodiranja. Ulaznom "1" mogle su dovesti koder ili u stanje 101 ili ulaznom "0" mogle su dovesti
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koder u stanje 001. Broj pogreska povecava ukupan zbroj i izjednacava ga s 3 pa to upucuje
dekoder da se vrati natrag za jedan korak (slika 6.22.¢).

Kodira se: 1 0 1 1 0 0 0
I1zlaz iz kodera: 1 1 01 11 01 01 11
Primljeni bitovi: 01 11 01 11 01 01 11

STANJA REGISTARA U KODERU

Slika 6.22.e: Trazenje puta serijskim dekodiranjem za (2, 1, 4) kod

5. Dekoder se vraca do tocke 3, gdje je zbroj pogreSaka manji od 3 pa izabire drugi put iz tocke 3
prema tocki 5. Dekoder opet nailazi na pogresku. Primljeni bitovi su 11, ali mogu¢i izlazi iz
kodera su 01 1 10. Broja¢ pogreSaka opet raste na 3 pa se dekoder jo$ jedanput vraca natrag (slika

6.22.1).
Kodira se: 1 0 1 1 0 0 0
Izlaz iz kodera: 1 11 01 1 01 01 1
Primljeni bitovi: 01 11 01 11 01 01 11
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Slika 6.22.f: Trazenje puta serijskim dekodiranjem za (2, 1, 4) kod

6.  Oba moguca puta iz tocke 3 su iscrpljena. Dekoder mora i¢i natrag do tocke 2 (prije 3. tocke).
On se 1 vraca do tocke 2, ali ovdje, ako prati tocku 2, brojac¢ pogreSaka odmah se povecava na
ukupan zbroj 3. Dakle, dekoder se mora vratiti iz to¢ke 2 natrag u tocku 1 (slika 6.22.g).

Kodira se: 1 0 1 1 0 0 0
Izlaz iz kodera: 11 11 01 11 01 01 11
Primljeni bitovi: 01 11 01 11 01 01 11

N
X i4}
=
<<
o
<C
'_
D 400 o N
o} Y
w o
© 101
<
2

110
s {5
S 0

Slika 6.22.g: Trazenje puta serijskim dekodiranjem za (2, 1, 4) kod

7. U tocki 1, prvi primljeni par binarnih znamenaka (01) nije ispravan pa se prva znamenka (0)
zamjenjuje (1) 1 tako se ispravlja neispravno primljena znamenka. Od tocke 1, izborom 1 kao
prve znamenke, svi izbori na koje se naide, savrSeno se podudaraju s izborom primljenih
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zdruzenih kodiranih znamenaka pa dekoder uspjesno dekodira poruku kao [1011000] (slika
6.22.h).

Kodira se: 1 0 1 1 0 0 0

Izlaz iz kodera: 01 11 01 01 11
Primljeni bitovi: 01 11 01 01 11
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Slika 6.22.h: Trazenje puta serijskim dekodiranjem za (2, 1, 4) kod,

Za serijsko dekodiranje nizova upotrebljava se memorija pa se tako ova metoda koristi zajedno s
kodovima duge duljine ograniCenja, gdje je S/N takoder malen. Neke veze planetarnih misija agencije
NASA, koristile su prednost serijskoga dekodiranja.

6.5.3. 6.5.3. MAKSIMALNA VJEROJATNOST I VITERBIJEVO DEKODIRANJE

Viterbijevo dekodiranje najpoznatija je provedba dekodiranja najve¢om vjerojatnosti (najmanjom
mjerom grane/puta). Ovdje smo sustavno suzili moguénost izbora u svakome vremenskom razmaku.
Glavna korist smanjenja izbora je:

1. Pogreske se javljaju rijetko. Vjerojatnost pogreske je mala.

2. Vjerojatnost dviju pogresaka u nizu je mnogo manja od vjerojatnosti pojave jedne pogreske tj.

one su slucajno raspodijeljene.

Viterbijev dekoder ispituje Citav primljen niz zadane duljine. Dekoder racuna mjeru za svaki put 1
donosi odluku na temelju toga pokazatelja. Istrazuju se svi putovi sve dok se dvije staze ne spoje u
jednome ¢voru. Zatim se odabire put s niZom mjerom grane, a onaj s viSom mjerom grane odbacuje se.
Staze koje se odaberu, zovu se prezivjele (survivors).

Za niz od N bitova, ukupan broj moguéih primljenih nizova je 2. Od njih, samo 2** su valjani.
Viterbijev algoritam primjenjuje nacela najveée vjerojatnosti (maximum-likelihood principles) za
ograniciti usporedbu na samo 2** prezivjelih staza umjesto da se provjeravaju sve staze.

Najcesca koriStena mjera udaljenosti binarnih simbola je Hammingova mjera (za dekodiranje tvrdom
odlukom). Ona je samo obi¢an umnozak'®” (odreduje se i kao broj za koliko se bitova na istim
polozajima, medusobno razlikuju dva promatrana niza bitova) izmedu primljene 1 dopustene kodne
kombinacije. Ostale mjere takoder se koriste i njih ¢e se opisati u nastavku (vidi tablicu 6.7).

Tablica 6.7 Svaka grana ima Hammingovu mjeru ovisno o primljenome nizu i o ispravnoj kodnoj rijeci
u tomu stanju

primljeni bitovi

ispravna kodna rije¢ 1

Hammingova mjera 1

ispravna kodna rije¢ 2

Hammingova mjera 2

00 00 0 11 2
01 10 2 01 0
10 00 1 11 1

Ove mjere su kumulacijske, tako da je put s najmanjom ukupnom mjerom konacan pobjednik. No, sve
to ne bi imalo smisla dok se ne vidi algoritam u radu (Laboratorijska vjezba 15).

109 y1p)
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16. Laboratorijska vjezba 15: Dekodiranje algoritmom dekodiranja nizova

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na "Sustavu za podrsku nastavi”
J
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6.6. 6.6. Optimalno dekodiranje konvolucijskih kodova

6.6.1. 6.6.1. VITERBIJEV ALGORITAM

U naSoj raspravi o raznim shemama dekodiranja za blok-kodove, vidjeli smo da postoji moguénost
dekodiranja mekom i tvrdom odlukom. Pri dekodiranju mekom odlukom, r, vektor, koji oznacava
izlaze iz podudarnih filtara, usporeduje se s razli¢itim signalizacijskim tockama u konstelaciji sustava
kodirane modulacije. Izabire se ona s najblizom Euklidovom udaljenosti. Pri dekodiranju tvrdom
odlukom, r se najprije pretvara u binaran niz y donoSenjem odluke o pojedinim komponentama r, a
zatim se odabire kodna rije¢, koja je najbliza y u smislu Hammingove udaljenost.

Vidi se da je u oba pristupa, temeljni zadatak pronaci put kroz resetku koji je na najmanjoj udaljenosti
od odredenoga niza. Ovaj temeljni problem javlja se u mnogim podru¢jima komunikacije i drugim
podrucjima elektrotehnike. Osobito, na isti problem naiSlo se u procjeni ML niza pri prijenosu preko
kanala ograni¢ene pojasne §irine s medu simbolskim smetnjama, shemama CPM''"" demodulacija,
prepoznavanju govora, nekim shemama razvrstavanja uzoraka, itd. Svi ovi problemi u sustini su isti, a
mogu se nazvati algoritmi optimalne pretrage resetke (optimal trellis searching algorithms). Poznat
Viterbijev algoritam, pruza zadovoljavajuce rjeSenje svih tih problema.

U dekodiranju tvrdom odlukom konvolucijskih kodova, zelimo odabrati put kroz reSetku ¢ija kodna
rije¢, oznaCena kao ¢, nalazi se na minimalnoj Hammingovoj udaljenosti od kvantiziranoga
primljenoga niza y. Pri dekodiranju tvrdom odlukom, kanal je binaran bez pam¢enja. Za Sum u kanalu,
pretpostavlja se da je bijeli Gaussov Sum. Zbog toga $to Zeljeni put zapocinje od stanja "sve 0" i vraca
se u stanje "sve 0", mozemo pretpostaviti da ovaj put obuhvaca ukupno m grana, a bududi da svaka
grana odgovara koli¢ini od n bitova izlaznoga kodera, ukupan broj bitova u ¢, a takoder i u y je m-n.
Oznacimo s ¢; odnosno y;, niz bitova koji odgovaraju i-toj grani, gdje je 1 <i <m, a svaki ¢; odnosno y;
duljine je n. Hammingova udaljenost izmedu ¢ iy je, dakle:

d(e,y) = Zd(ci’yi) (6.6)
i=1

Pri dekodiranju mekom odlukom, imamo sli¢no stanje uz tri razlike.

I.  Umjesto y, bavimo se izravno izlaznim vektorom r, iz optimalnoga digitalnoga demodulatora
(Sto se podudara ili filtarskom ili korelacijskom vrstom).

2. Umjesto niza binarnih nula i jedinica ¢, rukujemo odgovaraju¢im nizom c¢'

, Je ¢; =1
¢ = zal<i<m i 1<j<n

! —\/E c;=0

Y

3. Umjesto Hammingove udaljenosti, koristimo Euklidovu udaljenost. To je posljedica ¢injenice da
se proucava kanal s dodanim bijelim Gaussovim Sumom.

1z gornjega, imamo

(0 =S dien). 6.7)
i=1

1z jednadZzbi (6.6) 1 (6.7), vidi se genericki oblik problema kojega moramo rijesiti. Za zadan vektor a
treba pronaci put kroz resetku, pocetnim stanjem, S; = 0 ("sve 0") i zavr$nim stanjem, S,, = 0 ("sve 0"),
tako da se minimizira neka udaljenost koja se mjeri izmedu nizova a i b koja odgovara tomu putu.'"
Vazna ¢injenica koja ¢ini ovaj problem lako rjeSivim jest da udaljenost koja nas zanima izmedu aib u
oba slu¢aja moze se napisati kao zbroj udaljenosti koja odgovara putu pojedinih grana. To se lako uoci
iz jednadzbi (6.6) 1 (6.7).

"% Continuous-Phase Modulation ... modulacija kontinuiranom fazom
""" Problem se moze formulirati kao problem maksimalizacije. Na primjer, umjesto da se smanjuje Euklidova udaljenost,

mogla bi se povecati korelacija.
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Pretpostavimo da se problem opc¢enito formulira kao minimiziranje mjere p u obliku
wa,b) = Zu(apbi)
i=1

Put koji se sastoji od (S; =0, S; =1) 1(S; =/, S, = 0) optimalan je put, a prikazuje ga slika 6.23.

S,=0 S, =0

s 1 T !
O:A\S;\b/ 1 :t s+ Q 4
x ! \Sm
3 I& K 4

4 -

—— Z__4 b ———————— - - E
Slika 6.23: Usporedba optimalnoga putu, (S; = 0, S; =1, S,, = 0), s pod optimalnim putom koji se
sastoji od ulancenja (S; =0, S, =1) i (Si=1 S, = 0).

Najprije uo¢imo da, ako je put (S; =0, S; =1/, S,, = 0), 1 <i < m, optimalan put, gdje je 0 </ < M-1
(M = 2" je broj stanja), onda je doprinos mjere na putu (S; = 0, S; = /) manji od doprinosa mjere bilo

kojega drugoga puta (S; =0, S; =/) povezujuci $;=0sas;=1.

Broj grana koje ulaze u svako stanje u redetci jednak je 2*. Neka A; | oznatuju skup 2* stanja koja su
povezana granom prema S; = /. Ako je put od S; = 0 do S; = [ optimalan put izmedu tih dvaju stanja,
onda je ova putanja veza optimalnoga puta koja povezuje stanje S; = 0 sa stanjem S, =X zaneke A €
A;1 1 grane koja povezuje S; | = A sa S; = [. Optimalan put povezivanja od S; = 0 do S;; = A zove se
prezivjela staza (survivor path) u stanju S;_ | = A, ili jednostavno prezivjela (survivor).

Stoga, kako bi se pronasla preZivjela staza (survivor path) u stanju S; = [, dovoljno je imati preZivjele
staze (1 njihove podatke) za sve S; | = A, L € A, , pridruziti ih granama koje povezuju elemente A; ;
prema S; = [, prona¢i mjeru rezultirajuce staze od S; = 0 do S; = / te odabrati jednu s minimalnom
mjerom. Ovo je nova preZivjela staza u S; = I. Ovaj postupak zapoceo je u S; = 0 1 zavrSava u S, = 0.
Konacna prezivjela staza u S,, = 0 je optimalna i najbolja staza (s najve¢om vjerojatnos¢u) koja se
maksimalno podudara s primljenim nizom. Ovaj postupak prikazuje slika 6.24.

Slika 6.24: Trazenje nove prezivjele staze medu starim prezivjelim stazama.

U svakome koraku, nova mjera prezivjele je:

w(S)=0,85;=0= min {p(S)= 0,51 =21) + u(Si-1 =2, 5=} (6.8)
Nakon pronalaska mjere prezivjele, nova prezivijela staza u S; =/ je staza (S, =0, S;.1 =A, Si=1) za A

koja minimizira mjeru prezivjele u jednadzbi 6.8.
Prethodno naveden postupak moze se sazeti Viterbijevim algoritmom.

1. Rastaviti primljen niz u m pod-nizova od kojih je svaki duljine ».
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2. Nacrtati reSetku dubine m za kod koji se ispituje. Za posljednjih L—1 stanja reSetke, nacrtati samo
one putove koje odgovaraju svim nultim ulaznim nizovima. To se radi, jer znamo da je ulaznome
nizu dodano na kraju &(L—1) nula zbog dovodenja kodera u pocetno stanje "sve 0".

3.  Postavisei= 1, a zatim se postavi mjera pocetno postavljenih svih nultih stanja, da bude jednaka
nuli.

4.  Nade se udaljenost i-toga pod-niza primljenoga niza, prema svim granama povezujuci i-tu fazu
stanja s (i+1)-vom fazom stanja (stage states)' .

5. Ove udaljenosti pribroje se mjerama sadrzaja i-tih stanja da bi se dobile mjere kandidata za
sadrzaj (i+1)-ih faza stanja. Za svaku fazu (i+1)-voga stanja, postoji 2* kandidata za mjeru, od
kojih se svaki podudara s jednom granom koja zavrSava u tome stanju.

6.  Za svako stanje u (i+1)-0j fazi, odabrati kandidata s najmanjom mjerom grane, oznaciti granu
koja odgovara ovoj minimalnoj vrijednosti kao prezivjelu i pridruziti kandidata minimalne mjere
kao mjeru (i+1)-ve faze stanja.

7. Ako je i =m, i¢i na korak 8, inaCe povecati i za 1 1 i¢i na korak 4.

8. Pocevsi stanjima "sve 0" u zavrS$noj fazi, vratiti se natrag kroz reSetku zajedno s prezivjelom
stazom te dosegnuti pocetno stanje "sve 0". Ova staza, optimalna je staza pa se ulazni niz bitova
podudara s ML dekodiranim informacijskim nizom.

Da bi se dobila najbolja podudarnost redoslijeda ulaznih bitova, treba ukloniti zadnjih k£(L—1) nula iz
ovoga niza.

Kao Sto se vidi iz gornjega algoritma, kasnjenje dekodiranja i iznos memorije potrebne za dekodiranje
dugih informacijskih nizova nisu prihvatljivi. Dekodiranje se ne moze pokrenuti dok se ne primi cio
niz (koji u slucaju konvolucijskih kodova, moze biti jako dug), a sva prezivjele staze moraju se
pohraniti. U praksi je pozeljno pod-optimalno rjeSenje koje ne uzrokuje takve probleme.

Jedan takav pristup naziva se skracivanje memorijskoga puta (path-memory truncation). To je pristup
u kojemu dekoder pri svakoj fazi u reSetci pretrazuje samo 6 prethodnih faza, umjesto da se pretrazuje
unatrag do pocetka reSetke. Uz ovome pristupu s (6+1)-vom fazom, dekoder donosi odluku o ulaznim
bitovima koji odgovaraju prvoj fazi reSetke (prvih k bitova) pa sljede¢i primljeni bitovi ne mijenjaju
ovu odluku. To znaci da je kaSnjenje dekodiranja k-6 bitova pa je samo to potrebno da bi prezivjele
staze odgovarale posljednjim 6 fazama. Ako je & = 5L, racunalne simulacije pokazuju da je
naruSavanje svojstava zbog skrac¢ivanja memorijskoga puta zanemarivo.

6.6.2. 6.6.2. DEKODIRANJE TVRDOM ODLUKOM
Pretpostavimo da se kvantiziran primljen niz, dekodira tvrdom odlukom:
y=[01101111010001]

Konvolucijski koder jedan je od onih $to ga prikazuje slika 6.25 1 koristi se u ovoj skripti.

k=1

——

Slika 6.25: Konvolucijski koder brzine 1/2

"2 stage state ... faza stanja
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U ovome koderu k=1, n =2 i L = 3. Stoga je brzina koda 1/2, a broj stanja je 2(L—1)k = 4. Jedan od
nacina opisa takvoga koda (osim crtanja kodera) je navesti kako dva izlazna bita (n = 2) kodera, ovise
0 sadrzajima (stanjima) posmicnih registara. To se radi na nacin da se odredi n vektora g;, g, ..., €,
koji su poznati kao generator-nizovi (generator sequences) konvolucijskoga koda. Proizvoljna i-ta (1 <
i < 2*) komponenta g, (gdje je 1 <j < n) jednaka je 1, ako je to i-to stanje posmi¢noga registra
povezano zbrajalom. To odgovara j-tome bitu na izlazu, a u suprotnome jednaka je 0. U prije
navedenome primjeru, generator-nizovi (polinom-generatori) zadani su kao:

g =[101]
g =[111]

Kao sto je bio slucaj s dijagramom stanja prijelaza, ovdje opet imamo 2k grana resetki koje napustaju
svako stanje i 2" grana spojenih u istome stanju. U slucaju ako je £ = 1, uobicajeno je punom crtom
oznaciti granu koja odgovara dolasku 0 u koder, a isprekidanom crtom oznaciti granu koja odgovara
dolasku 1 u koder. Slika 6.26 pokazuje dijagram reSetke (trellis diagram) za kod koji opisuje koder na
istoj slici.

-----------

(1.0,1 g =[101]
O g=[111]

1(1.1.1) L2

i >
vrijeme

Slika 6.26.: Dijagram resetke i dijagram stanja kodera na slici.

6.6.2.1. 6.6.2.1. Primjer
Nadite ML (maximum-likelihood) informacijski niz 1 broj pogreSaka.

RjeSenje: Radi se o (2, 1) kodu i L = 3. Duljina primljenoga niza y je 14. To znaci da je m = 7 (4
informacijska bita + 3 nule) pa moramo nacrtati reSetku dubine sedam. Takoder imajte na umu da za
dva posljednja stanja reSetke, nacrtat ¢emo samo grane koje odgovaraju ulazima "sve 0", jer se ulazni
informacijski niz postavlja s &(L—1) = 2 nule. To takoder znaci da je stvarna duljina ulaznoga niza 5,

Sto ¢e nakon popunjavanja s dvije nule, porasti na sedam. Dijagram reSetke za ovaj slucaj prikazuje
slika 6.27.

Primljen niz: 01 10 11 11 01 00 01

00

0 00 —>0 oo —>0/ /0— 00 —->0— 00 —>0— 00 —»
01 / A g .
10

\

" ¢ ¢ ML g1 -4l g1 — 6o gy - 5% ¢ ¢

Slika 6.27: Dijagram resetke Viterbijevoga dekodiranja niza [01101111010001].

Na ovoj slici, takoder je prikazan raS¢lanjen primljen niz y. Imajte na umu da crtanjem resSetke za
posljednja dva stanja, razmatramo samo nulte ulaze u koder (uocite da u posljednje dvije faze, ne
postoje isprekidane crte koje odgovara jednome ulazu). Mjera pocetnoga stanja "sve 0" postavlja se na
nulu i racuna se mjera iduce faze. U ovome koraku, postoji samo jedna grana za ulaz u svako stanje,
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stoga ne postoji usporedba, a podaci se dodaju mjeri prethodnoga stanja (Hammingova udaljenost
izmedu toga dijela primljenoga niza i grana resetke).

U iducoj fazi, ne postoji ni usporedba. U trecoj fazi, po prvi put imamo dvije grane koje ulaze u svako
stanje. To znaci da se usporedba mora napraviti ovdje 1 izabrat ¢e se prezivjeli nasljednici (survivors).
Od dvije grane u koje ulazi svako stanje, jedno odgovara ukupno akumuliranim mjerama koje su
preostale kao prezivjele, a druga grana se briSe. Ako u bilo kojemu stanju, dvije staze imaju istu mjeru,
svaka od njih moze (p)ostati nasljednica (prezivjela). U dijagramu resetke, takvi sluajevi oznacena su
znakom upitnika "?". Postupak se nastavlja do konacnoga stanja reSetake "sve 0", a zatim pocevsi od
toga stanja, kre¢emo se stazama prezivjelih, prema pocetnome stanju "sve 0".

Ova staza, koja se obiljezava kao "mukotrpna staza" (heavy path) kroz resetku, optimalna je staza.
Ulazan niz bitova koji se podudara tom stazom je [1100000] gdje posljednje dvije nule nisu
informacijski bitovi, ve¢ su dodane za vratiti koder u stanje "sve 0". Dakle, informacijski niz je 11000.
Odgovarajuca kodna rijec za odabranu stazu je [11 10 10 11 00 00 00], ¢ija je Hammingova udaljenost
4 od primljenoga niza. Niti jedna druga staza kroz resetku primljenoga niza y, nema Hammingovu
udaljenost manju od 4. Primljen niz ima 2 pogreske.

Za dekodiranje mekom odlukom slijedi sli¢an postupak s kvadriranim Euklidovim udaljenostima koje
zamjenjuju Hammingove udaljenosti.

6.7. 6.7. Viterbijev algoritam dekodiranja tvrdom odnosno mekom odlukom

6.7.1. 6.7.1. MUJERA GRANE | MUERA PUTA
o Zelimo dobiti niz bitova najvjerojatnije poruke
o Dobili smo (vjerojatno ostecen) niz bitova
o Viterbijev algoritam za zadani K i r:
o Radimo postupno za izracunati niz najvjerojatnije poruke.
o Koristimo dvije mjere:

o Mjeru grane BM (branch metric) BM(xmit, rcvd) koja je proporcionalna negativnome
logaritmu funkcije vierojatnosti (log likelihood)' ", tj. negativnome logaritmu vjerojatnosti
da smo primili rcvd, ako je poslan xmit.

o Dekodiranje "tvrdom odlukom": Koristimo digitalizirane bitove, racunamo
Hammingovu udaljenost izmedu xmit 1 rcvd. Manja udaljenost je vjerojatnija ako je
BER < 1/2.

o  Dekodiranje "mekom odlukom": Izravno se koristiti funkcija primljenih napona.

o Mijera puta PM (path metric) PM[s, i] za svako stanje s od moguéih 2! odaslanih stanja u
vremena prijenosa bita 7, gdje je 0 <i < L = duljina(poruke).

o PM[s, i] = najmanji zbroj BM(xmit, rcvd) nad svim nizovima poruka m koje
smjeStaju odasiljac u stanje s u vremenu i.

o PM[s, i+1] racuna se iz PM[s, i] i po[], ..., pr1[i]

6.7.2. 6.7.2. VITERBIJEVO DEKODIRANJE TVRDOM ODLUKOM

o Nakon prijema svakoga bita, on se odmah digitalizira kao 0 ili 1 usporedbom naponskoga
praga.

o Gubimo informacije o tome koliko je bit "dobar", jer se "1" tretira jednako za naponsku
razinu u = 0,9999 [V] kao 1 za naponsku razinu u = 0,5001 [V]

' Funkcija se definira kao prirodan logaritam funkcije vjerojatnosti, /(0; x) = logL(6; x)
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o Mjera grane koja se koristi u Viterbijevome dekoderu za dekodiranje tvrdom odlukom je
Hammingova udaljenost izmedu digitaliziranih primljenih naponskih razina i o€ekivanih
paritetnih bitova.

o Odbacivanje informacija nije (skoro) nikada dobra ideja prilikom donosenja odluka.
6.7.2.1. 6.7.2.1. Viterbijev algoritam koji koristi dekodiranje tvrdom odlukom
. Mjere grana, mjere pojedinatan doprinos negativnoj logaritamskoj vjerojatnost

usporedujuéi primljene paritetne bitove u odnosu na mogucée prenesene paritetne bitove
izraCunate iz mogucih poruka.

o Mjera puta PM[s, i] proporcionalna je negativnoj logaritmiranoj vjerojatnosti da odasilja¢
bude u stanju s u vremenu i, uz pretpostavku da je najvjerojatnija poruka duzine i koja
napusta odasiljac u stanju s.

o Najvjerojatnija poruka je ona poruka koja proizvodi najmanju mjeru puta, PM[s, N].

o U bilo kojemu trenutku postoji 25 najizglednijih poruka koje pratimo. Vremenska
sloZzenost algoritma raste eksponencijski ograni¢enjem duljine K, a linearno duZinom
poruke (za razliku od eksponencijskoga porasta duzine poruke za jednostavna pobrojenja).

6.7.2.2. 6.7.2.2. Mjera grane za dekodiranje tvrdom odlukom

o Mjera grane BM (branch metric) = Hammingova udaljenost izmedu ocekivanih paritetnih
bitova (na predajnoj strani kanala - koder) i dobivenih paritetnih bitova (na prijemnoj strani
kanala - dekoder).

o Racuna se BM za svaki prijelazni luk (usmjerenu crtu) u dijagramu resetke.

6.7.3. 6.7.3. VITERBIJEVO DEKODIRANJE MEKOM ODLUKOM
. U praksi, za svaki primljen paritetan bit primatelj dobije razli¢ite naponske razine u.

o Primatelj Salje ug ili u; [V] (—0 < u < o) tj. ima beskona¢no mnogo pozitivnih i
negativnih naponskih razina, uz pretpostavku adicijskoga Gaussovoga Suma.

o Ideja je "procesljati"primljene naponske razine prema dekoderu prije digitalizacije.

o Definirajmo "meku" mjeru grane kao kvadriranu Euklidovu udaljenost izmedu primljenih 1
oc¢ekivanih napona (slika 6.28).

0.0, 1.0 1.0, 1.0
"Mevkar_la" mjera_ ako_ Uy, Uy
su oc¢ekivani paritetni ®
Us+U,
0.0, 0.0 » 1.0, 0.0

Slika 6.28: "Meka" mjera ako su ocekivani paritetni bitovi 00

o Dekoder koji koristi meko odlu€ivanje, odabere put minimalnoga zbroja kvadriranih
Euklidovih udaljenosti izmedu primljenih 1 ocekivanih napona.

o Tako se koristi isti algoritam, razlicite su vrijednosti za BM i PM.

Ako Sum djeluje na spektar dvaju signala koji se koriste za predstaviti bitove 0 i 1, onda je na
prijemnoj strani kanala veoma teSko odluciti: radi 1i se o prijemu 0 ili 1?7 Pri prostiranju signala,
energija s jednoga, prelijeva se u drugi signal. Slike 6.29.b 1 6.29.c, prikazuju dva razlicita slucaja za
razli¢ite odnose S/N.

zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sijecnja 2018. 189


viterbi_explanation.pdf

a) Dva signala predstavljaju bitove 1i 0

Po(u) pi(w)

/

¢) Odnos signal/Sum: S/N = 4 rasprostire se i prelijeva energiju iz jednoga podrucja u drugo
Slika 6.29: Prelijevanje energije iz jednoga podrucja u drugo

Ako je dodatan Sum malen, tj. njegova varijanca je mala (jer je snaga Suma = varijanca), onda ¢e
rasprSenjem, varijanca postati joS manja, kao Sto moZemo vidjeti na slici 6.29.c u odnosu na sliku
6.29.b. Iz ovih slika intuicijski moZemo vidjeti, da bi se pri dekodiranju napravila manje vjerojatna
pogreska, ako bi odnos S/N bio velik ili ako bi varijanca Suma bila mala.

Dekodiranje tvrdom odlukom (hard decision decoding) zna¢i da se izmedu dvaju signala obi¢no
odabire jednostavan prag odluke, tako da, ako je primljen napon pozitivan onda se signal dekodira kao
1 inafe se dekodira kao 0. U vrlo jednostavnim uvjetima to znaci dekodiranje maksimalnom
vjerojatnoscéu (maximum likelihood decoding).

Ovom metodom odluc¢ivanja moZemo broj¢ano izraziti (kvantificirati) napravljenu pogresku.
Vjerojatnost dekodiranja 0, ako je poslana 1, predstavlja funkcija dvaju osjencanih podrucja kako
prikazuje slika 6.29.

Podrugje 1 predstavlja onu energiju koja pripada signalu za 1, a Sto se "prelila" u susjedno podrucje
odluke pa se time bit pogresno dekodirao kao 0 i u podrucju 2, a to je energija koja pripada bitu 0, ali
se prelila u susjedno podruc¢je. To se oduzima od primljenoga napona pa stoga moze uzrokovati
pogresku pri odluci. Obzirom da je poslana 1, vjerojatnost da ¢e se 1 dekodirati kao O je:

L r=U g
Pel—2elfc{ \/Ecj , (6.9)

u, ... napon praga odluke, §to je u nasSem slucaju 0,
G ... varijanca Suma ili njegova snaga.

Napomena: Program C++ za izra¢un funkcije pogreske (erfc).

Jezik C++11 u zaglavlju cmath ima funkcije erf () i erfc(). Obje funkcije su preoptereéene pa
prihvacaju argumente tipa float, double i Tong doubTe. Za slozene <doubl1e>, Faddeeva
paket (Faddeeva package) omoguéuje C++ kompleksnu primjenu <doub1e>.

"4 erfe ... error function
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Mozemo preurediti ovu jednadzbu kao funkciju S/N:

Pelz%er C{\/%J (6.10)

Ovo je poznata jednadzba odnosa pogresnih bitova. Vidimo da se pretpostavlja dekodiranje tvrdom
odlukom. Ali $to ako ucinimo sljedece, umjesto da imamo samo dva podru¢ja odluke, podijelimo
raspolozivo podrucja u Cetiri podrucja kao Sto prikazuje slika 6.30.

u<-08  1-0,8<u<0:0,8>>0 | u>08 prijemni napon, u

-1 -0,8 0 0,8 1 lo 206 u

Slika 6.30: Stvaranje Cetiri podrucja za odluku

Vjerojatnost da je odluka ispravna moze se izracunati iz podrucja ispod Gaussove krivulje. Cetiri
prikazana podruc¢ja organizirana su na sljede¢i nacin:

Podrucje 1 = ako je primljen napon u veéi od 0,8 V

Podrucje 2 = ako je primljen napon u ve¢i od 0, ali manji od 0,8 V
Podrucje 3 = ako je primljen napon u ve¢i od —0,8 V, ali manji od 0 V
Podrucje 4 = ako je primljen napon # manji od 0,8 V

Sada se pitamo: Ako primljeni napon padne u podrucje 3, kolika je onda vjerojatnost pogreske da se
poslala 1? Za dekodiranje tvrdom odlukom, odgovor je jednostavan. On se moZze izracunati iz
jednadzbe. A kako bismo izracunali slicne vjerojatnosti za prostor s viSestrukim podrucjima?
Koristimo Q funkciju koja je dana u tablicama mnogih knjiga.

6.7.3.1. 6.7.3.1. Q-funkcija
O-funkciju prikazuje slika 6.31.

o)
1
0.9
08
07
0,6
05
0,4
0,3
0,2
0,1

O A A
4 -3 -2 A1 0 1 2 3 4 x
Slika 6.31: Q funkcija

O-funkcija definira se kao

1 o u’
O(x) = N j exp(— 7}1” . (6.11)
Dakle,
O(x)=1-0(=x)=1-0(x), (6.12)

gdje je ®(x) kumulacijska funkcija gusto¢e normalne Gaussove razdiobe.
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6.7.4.  6.7.4. PRAKTICNA PRIMJENA Q FUNKCIJE

O funkcija definira nam povrsinu ispod "repa" krivulje $to definira udaljenost od srednje vrijednosti
prema bilo kojoj drugoj vrijednosti. Dakle Q(2) definira signal s aritmeticCkom sredinom 2 i daje nam
vrijednost vjerojatnosti koja je jednaka ili veca od 4 (slika 6.32).

RN

Povrsina= ——= N

.,.Q(Ll ) S 34,1%  34,1%

Zap=1, o=1,u= 08 -

Povrsina = Q(02~ - ! 7] 2,1% 2,1%

Pars s st L S Looooio___ITITITS > 0¢1° 13,6% 3,6% 9,‘1:1%
0 u, p o lo 20 u 2

-30 -20 -1o y 10 20 30

Slika 6.32: Q funkcija je jednostavan nacin da se utvrdi vjerojatnost normalno raspodijeljene
varijable

Pretpostavlja se da je u, = 0,8 (Sto je standardna vrijednost broja za 4 razine), ali to moze biti bilo koji
broj. Jednadzbe se mogu napisati skoro intuicijski, one su tako ocite.

P, (vjerojatnost da se poslala 1 ako je primljen napon u podrucju 1) = 1 — Q(-u/c)

P4 (vierojatnost da se poslala 1 ako je primljen napon u podrucju 4) = Q(2(4 + u,/c)
P, (vjerojatnost da se poslala 1 ako je primljen napon u podrucju 2) =1 — P,; — Q(A4/c)
P, (vjerojatnost da se poslala 1 ako je primljen napon u podruc¢ju3)=1— P, — Pey — Pes

Izracunali smo da je ovaj S/N =1 ako je u, = 0,8, a 4 = 1,0. Takoder smo pretpostavili da su bitovi 01 1
jednako vjerojatni. Ovo se takoder nazivaju apriorne vjerojatnosti za bitove 0 i 1 i gotovo se uvijek
pretpostavlja da su jednake u komunikaciji osim za radarske sustave, gdje apriorne vjerojatnosti obicno
nisu poznate.

Dakle, podrugje 4 ili P.4 jednako je O(1,8) Sto se moze isCitati iz tablica. Podrucje 1 onda je jednako 1—
0(0,2). Ostala podru¢ja mogu se brzo izracunati na ovaj na¢in. Mozemo pokazati uvjetne vjerojatnosti
izracunate na graficki nacin (slika 6.33).

Slika 6.33: Uvjetne vjerojatnosti dekodiranja 0 ili 1 ovisno o velicini primljenoga napona, ako se
napon kvantizira u 4 razine u odnosu na dvije razine.

Ovaj postupak diobe prostora odluke u podrucja veca od dva, kao §to je ovaj primjer s 4 razine, naziva
se dekodiranje mekom odlukom (soft decision decoding). Ove vjerojatnosti takoder se nazivaju
prijelazne vjerojatnosti.

Postoje 4 razliCite vrijednosti napona za svaki primljen signal kojima donosimo odluku. Medu
signalima, kao i u stvarnome zivotu, viSe informacija oznacava bolje odluke. Dekodiranje mekom
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odlukom unaprjeduje osjetljivost mjere dekodiranja. U tome slucaju poboljSavaju se svojstva za ¢ak 3
dB s 8 razina.

Sada, za izracunati mjeru meke odluke, napravili smo tablicu od prije navedenih vjerojatnosti.

posi'ano Uy us Uo U4
1 0,03 0,12 0,25 0,60
0 0,6 0,25 0,12 0,03

Izracuna se prirodan logaritam svake od ovih vrijednosti i normalizira ga se tako da je jedna od
vrijednosti 0. Nakon maloga rukovanja brojevima, dobivamo

poslano Uy Us Up Uy
1 0,0 —1 —4 -10
0 =10 —4 —1 0

U dijelu o dekodiranju, izracunali smo Hammingovu mjeru mnozenjem dobivenih bitova kodnim
rijeCima. Sada radimo istu stvar, osim $§to umjesto primanja 0 i 1, primamo jedan od ovih napona.
Dekoder koristi mjeru za taj napon iz tablice kao $to je ona iznad koju ¢uva u svojoj memoriji 1 racuna
sljedece.

Pretpostavimo da smo primili naponski par (u3, u;). Dopustene kodne rijeci su 01 1 10.
Mjera za 01 = p(0/u3) + p(1/up) = (-4) + (—4) = -8
Mjera za 10 = p(1/u3) + p(0/up) = (1) + (1) =2

Promatraju¢i samo ove dvije mjere mozemo kazati da je pojava 01 u odnosu na 10 puno vjerojatnija,
naglasavaju se razlike i potpomaze otkrivanje rezultata dekodiranja.

6.7.5. 6.7.5. LOGARITAMSKI ODNOS

Postoje i drugi nacini poboljSanja svojstava dekodiranja "poigravanjem" mjerom. Vazna mjera koju
treba poznavati zove se mjera logaritamske vjerojatnosti (log likelihood metric). Ova mjera uzima u
obzir vjerojatnost pogreske kanala, a definira se kao

mjera podudarnosti = logyy 24=p) (6.13)
log,, 2
mjera neslaganja = logyo 2(p) (6.14)
log,, 2

Zap=0,1
Mjera podudaranja = 20
Mjera neslaganja = —1

Dakle, ako smo primili bitove 01, a kodna rije¢ je 00, ukupna mjera bit ¢e —20 + —1 = -21, a mjera za
potpuno podudaranje bit ¢e —40.

Fano algoritam koji se koristi za serijsko dekodiranje, upotrebljava malo drugaciju mjeru, a svrha je
poboljsati osjetljivost.

Viterbijevo dekodiranje vrlo je vazno, jer ono takoder vrijedi 1 za dekodiranje blok-kodova. Ovaj oblik
dekodiranja reSetkom takoder se koristi za modulaciju kodiranom resetkom TCM (trellis coded
modulation).

zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sijecnja 2018. 193



17.

Laboratorijska vjezba 16: Viterbijevo dekodiranje tvrdom odlukom

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

VITERBIJEV ALGORITAM DEKODIRANJA TVRDOM ODLUKOM
Viterbijev algoritam
Dekodiranje tvrdom odlukom
Viterbijev algoritam &to koristi dekodiranje tvrdom odlukom
Mjera grane za dekodiranje tvrdom odlukom
Racunanje PM[*]

Formalan izraun BM
Algoritam dekodiranja tvrdom odlukom — prolaz kroz re$etku
Dekoder s 3 stanja za (2, 1, 4) kod (isti kao za primjer serijskoga dekodiranja)

16.
16.1.
16.1.1.
16.1.2.
16.1.3.
16.1.4.
16.1.5.
16.1.6.
16.2.

|Koder i dekoder uvijek zapocinju rad iz stanja "sve 0".|

Primjer u vjezbi

Polinom-generatori za (2, 1, 4) kod su:

Pokrenuti: Coding the (2, 1, 4) code.pps

(1, 1,1, 1)
O>— \ 4
g1=1~x3+1-x2+1~x1+1-x0 :
i u, = uy | Uy [uy |u,
@=1x+1x"+ m~x1+ 1x° EE V2
(1,1,0,1)
polinom- stanje |izlaz | novo polinom- stanje |izlaz | hovo
. | ulaz . . . | ulaz . .
generatori registra | viv, | stanje generatori registra | viv; | stanje
0000 — 000 0100 — 010
cox’ex'@x’ | 0 000=0 roxrex'ex’| 01 100=1
3n2 0 00 32 0 11
corale’| 0 ofo=0 corale’| o to=1
1:000 — 100 1100 — 110
Cor®x'@ex”|  11000=1 rex’ex'@x’| 1! 100=0
3n2 0 1 32 0 00
co’ellex’ | 1 oo=1 coradllex” | 1 1fo=0
Primjer: Koder poc€inje iz stanja 000, u = [1011000], v = ? — Viterbijevo dekodiranje tvrdom odlukom!
stanja stanje prijelaz | stanje stanje prijelaz | stanje stanje prijelaz | stanje stanje prijelaz | stanje
ulaz || bit prije izlaz | nakon || bit prije izlaz | nakon || bit prije izlaz | nakon || bit prije izlaz | nakon
u| 1000 - [ 100 0| 100 — (010 1] 010 — (101 1] 101 - | 110
g1 || 1]000=1 0] 100=1 1]010=0 1]101=1
o 1loo=1 | ! ol o=1 | ! o=t | ! = | !

(De)kodiran izlaz je: v=[11 11 01 11 01 01 11], a dijagram reSetke (trellis diagram) je:
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7. POGLAVLJE 7 - TURBO KODOVI
7.1. 7.1. Uvod

Turbo kodovi, predstavljaju jos jedan razred kodova pristupom prema kapacitetu, a otkriveni su 1993.
Nakon toga su postali prvi izbor shema kodiranja koje (su) se korist(il)e u primjenama kao npr.
svemirske komunikacije satelitima.

Turbo kod (ili Berrou kod'") linearan je blok-kod koji se ustroji iz zakljuenoga i probusenoga,
sustavno kodiranoga konvolucijskoga koda na odreden propisan nacin, koriste¢i dvije razli¢ite kodne
rije¢i konvolucijskoga koda. Turbo kod iste podatke kodira dva puta tako da dekoderi dviju
konvolucijskih kodnih rije¢i potpomazu rad jedan drugoga. Kada se dekodiraju pomocu iteracijskoga
dekodera mekim odluc¢ivanjem, turbo kodovi spadaju medu kodove s najboljim poznatim svojstvima
za prevladavanje smetnji dodatnoga bijeloga Suma u Gaussovome kanalu.

Turbo kod predstavlja spoj opisanih kodova. To je razred ulancanih kodova gdje postoji sklop za
preplitanje (interleaver) izmedu dvaju paralelnih ili serijskih kodera. Sklop za preplitanje, stvara kodne
rije¢i velikih duljina i izvrsnih svojstava, posebno za male odnose signal/Sum S/N (Signal-Noise
Ratio). KoriStenje tih kodova, omogucuje dobitak oko 0,7 [dB] Shannonove granice na malim S/N
(slika 7.1).

A o
oo v o w o
I

-
o

Kapacitet spektra [bit/sek/Hz]

o
»
I

2Odnos%ignal/ét?m [dB] 8 10

Slika 7.1: Shannonova granica kapaciteta kanala""®

Turbo kod moZemo zamisliti kao usavr$enu strukturu ulancanoga koda plus iteracijski''’ algoritam za
dekodiranje pridruzen kodnome nizu. Podsjetimo na do sada obradene ucinkovite metoda kodiranja i
dekodiranja. To su sustavni (n, k) blok-kodovi (slika 7.2.a) 1 kodovi dvodimenzijskih polja (slika
7.2.b). U obje vrste utisnuti su paritetni bitovi.

k informacijskih blok koder I~ kodiranih . . .
znamenaka znamenaka feemmmmmroee e >
B T —
brzina: R = k/n A O Koo N :;
[ IE —————————— 2 i( ————— ?-I—Z-k— ————— » E i . . ?‘,
_ - : : Ll informacijske S
informacijske paritetne il namenke =
znamenke znamenke o =
Mmmmmmmmeoooes STToTTITTTTmTmmmTommemeees » : pa;}*frerm provjera stupaca 2 prg:?_g;g
kodna rije¢ od n znamenaka oy
a) Struktura kodne rijeci blok-koda b) Kodiranje dvo-dimenzijskoga polja (redak-stupac)

Slika 7.2: Struktura kodnih rijeci za jednodimenzijske i dvodimenzijske kodove

'3 Berrou i suradnici (1993)
"¢ Dijeli maksimalnu brzinu prijenosa informacije po jedinici $irine pojasa Ey/N, u dva podrugja. Jedno podrugje dopusta
prijenos bez pogresaka, a drugo ne. (4 Mathematical Theory of Communication, 1948., Theorem 11.)

"iteracija ... ustrajno ponavljanje
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Odnosi paritetnih 1 informacijskih bitova mogu se prikazati Vennovim dijagramima kao na slici 7.3.

|, L, I I, P, Py Ps]
n="7k=4,n—k=3

Slika 7.3: Vennovim dijagramima prikazani odnosi izmedu informacijskih i paritetnih bitova

Nacelo preplitanja bitova iz razliCitih kodnih rijeci prikazuje slika 7.4, a koristi se npr. u CD uredajima
1 opCenito u sustavima koji su izlozeni praskovitim pogreskama.

memorija za preplitanje

Li|Is| Iy | Ii
...|[g‘]7‘[6|[5‘]4‘[3|[2‘11‘—) 12 16 IlO 114 ~~-‘]14‘110‘]6‘12‘]13‘]9|[5‘]1‘—)
ulazni podaci L\ L L ... izlazni prepleteni podaci za prijenos
Iy | Iz | 1o

Slika 7.4: Preplitanje informacijskih bitova

Koriste¢i priliéno sloZene tehnike kodiranja-dekodiranja zajedno s metodama obrade signala, mogu se
prikriti praskovite pogreske do 12.000 bitova podataka, koji odgovaraju npr. stazi duzine 7,5 mm na
CD.

Kodiranje konvolucijskih kodova opisalo se u prethodnome poglavlju, a za analizu njihova rada, osim
pregledne tablice koriste se dijagrami stabla, stanja i reSetke. Za dekodiranje, koriste se metode
dekodiranja resetkom, serijsko i Viterbijevo dekodiranje. Primjer blok-koda, ¢ija je sposobnost
ispravke pogreSaka ¢ = 10 bitova, jest BCH (127, 64) kod. Kodovi, RS (16, 8) kod ili RS (64, 32) kod,
imaju sposobnost ispravke ¢ = 4 simbola. Kra¢i kodovi kao $to je Golay (23, 12) kod, ima sposobnost
ispravke ¢ = 3 bita. Na slici 5.12.b (za DPSK modulaciju), usporeduju se njihova svojstva brzine
pogresaka 1 svojstva nekih drugih kodova.

7.2. 7.2. Kodovi sastavijeni od jednostavnijih kodova

Izvedba kodova ovisi o minimalnoj udaljenosti blok-kodova i slobodnoj udaljenosti'"® konvolucijskih
kodova. Da bi oblikovali blok-kodove odredene brzine i velike minimalne udaljenosti, moramo
povecati duljinu blok-koda n. Pove¢anjem n, povecava se sloZzenost dekodiranja. U vecini algoritama
dekodiranja, sloZenost dekodiranja eksponencijski raste pove¢anjem duljine blok-koda.

Za konvolucijske kodove, povecanje slobodne udaljenosti pri odredenoj brzini, zahtijeva povecanje
ograni¢ene duljine koda. No, povecanje ogranicene duljine koda, povecava broj stanja u kodnoj
resetci, Sto zauzvrat, povecava slozenost dekodiranja.

Pri generiranju slozenijih kodova, ve¢ina metoda povecanja duljine blok-koda temelji se na sjedinjenju
jednostavnih kodova. Dekodira se metodom za dekodiranje jednostavnih komponentskih kodova.
Rezultiraju¢e dekodiranje predstavlja pod-optimalnu shemu dekodiranja, koja u veéini sluc¢ajeva radi
na zadovoljavajuéi nacin. U nastavku se ukratko opisuju sljedece tehnike: kodovi umnoska, ulancani
kodovi 1 turbo kodovi.

7.21. 7.21.ITERACIJSKO DEKODIRANJE

Struktura kodova umnoska (product codes) ili kodova polja (array codes) vrlo je sli¢na krizaljci.
Generiraju se pomocu dvaju linearnih blok-kodova rasporedenih u matri¢nome obliku. Dva linearna
blok-koda, jedan s parametrima ny, ki, dyin1, @ drugi s parametrima ny, ka, dyina, prikazuje slika 7.5

""" Ono §to je za blok-kodove minimalna Hammingova udaljenost izmedu kodnih nizova, to se za konvolucijske kodove

zove slobodna udaljenost (free distance) dg.. (vidi poglavlje 9
] poglavl
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ky | ny —ky
Slika 7.5: Struktura koda umnoska.

Rezultiraju¢i kod je linearan (mmy, kik;) blok-kod. Minimalna udaljenost rezultirajuega koda,
umnozak je minimalne udaljenosti sastavnih kodova, d,i, = dpini*dmina. Kod je sposoban ispraviti

LWJ pogresaka, koristeci slozeno optimalno dekodiranje. Kod se dekodira koriste¢i svojstva

sastavnih kodova. KoriStenjem rednih kodova, mozemo do¢i do najto¢nije vrijednosti bitova, a zatim,
koristeéi stupcane kodove poboljsati te tonosti.

Ovaj postupak moze se ponavljati iteracijskim nac¢inom, poboljSavaju¢i kakvocu "pogotka" pri svakoj
iteraciji 1 poznat je kao iteracijsko dekodiranje. Vrlo je sliCan naCinu na koji se rjeSava krizaljka. Za
koristiti ovaj postupak dekodiranja, trebamo sheme dekodiranja za redne i stupcane kodove koje su
sposobne pogadati svaki pojedinaan bit. Pozeljne su sheme dekodiranja mekim izlazima
(vjerojatnosne vrijednosti).

7.2.2.  7.2.2. ULANCANI KODOVI

Ulanc¢ani kod sastoji se od dvaju kodova, unutarnjega (inner) i vanjskoga (outer) koda, spojenih
serijski kao §to prikazuje slika 7.6

ulazni vanjski unutarnji
—dr (n, k) (n, k) modulator —>1
podactl  yoder koder

Jednosmjeran komunikacijski sustav | kanal
izlazni| vanjski unutarnji J
podaci| dekoder dekoder [ |demodulator

Slika 7.6.: Blok-dijagram sustava komunikacijskoga sustava s ulancanim kodiranjem.

Unutarnji kod je konvolucijski kod, a vanjski kod je Reed-Solomonov kod. Ako je unutarnji kod, neki
(n, k) kod, onda se sastav unutarnjega kodera, digitalnoga modulatora, valnoga oblika kanala,
digitalnoga demodulatora i unutarnjega dekodera, moZze razmatrati kao kanal ¢iji su ulaz i izlaz binarni
blokovi duljine £, ili elementi g-struke abecede gdje je g = 2*. Sada se na ovome izlaznome kanalu (g-
struki ulaz 1 g-struki izlaz), moze koristiti Reed-Solomonov kod (vanjski kod), da bi se osigurala
zatita od daljnjih pogreSaka. Ako su brzine unutarnjega koda, r. 1 vanjskoga koda R., onda njihov
umnozak predstavlja brzinu ulancanoga koda.

Minimalna udaljenost ulan¢anoga koda, takoder je umnozak minimalnih udaljenosti unutarnjega i
vanjskoga koda. Za ulancane kodove, izvedba unutarnjega koda ima velik utjecaj na ukupnu
ucinkovitost koda. To je razlog zaSto se kao unutarnji kodovi obi¢no koriste konvolucijski kodovi koji
ulaz dekodiraju mekom odlukom pomocu Viterbijeva algoritma.

Razlikuju se ne-sustavni konvolucijski NSC (non-systematic convolutional) kodovi, jer koderi ne
stvaraju odvojeno podatkovne i zalihosne bitove i1 nemaju povratne veze. Pojam "konvolucijski"
proizlazi iz ¢injenice da izlazni niz predstavlja ulazni niz konvoluiran impulsnim odzivom kodera. U
koder je moguce ukljuciti povratnu informaciju. Za takve kodere kaze se da su rekurzijski. NSC
kodovi ne dopustaju paralelno ulancavanje pa je potreban sustavan kod. Za velike S/N 1 za izvedbu
klasicnoga NSC koda, BER je bolji od klasi¢noga sustavnoga konvolucijskoga koda iste ograni¢ene
duljine. Za male S/N, vrijedi obrnuta tvrdnja, jer sustavan konvolucijski kod ima bolja svojstva.
Rekurzijski sustavni konvolucijski RSC (recursive systematic convolutional) kodovi mogu se napraviti
od NSC kodova, povezivanjem jednoga od izlaza kodera izravno na ulaz, a drugi otezani prikljucci
stanja posmic¢noga registra takoder se vracaju na ulaz. Primjer RSC kodera prikazuje slika 7.7

zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sijecnja 2018. 197



ulazni sustavni
bitovi

podaci @ @ . ]
paritetni

bitovi
)

Slika 7.7: Primjer RSC kodera uz n = 3.

Tvorba rekurzijskih kodova znaci da stanje kodera ovisi o proslim izlazima i ulazima. Tako, ulazni niz
konac¢ne duljine moze generirati izlazni niz beskonacne duljine, za razliku od NSC koda. To utjece na
ponasanje uzoraka pogresaka, jer pojedina pogreska u poruci izvornih bitova proizvodi beskonacan
broj paritetnih pogreSaka pa je ukupan ucinak bolji. NSC kodovi, linearni su isto kao i RSC kodovi.

7.3. 7.3. Turbo kodovi

Turbo kodovi poseban su razred ulanc¢anih kodova, jer izmedu dvaju paralelno ili serijski spojenih
kodera, imaju sklop za preplitanje (interleaver). Postojanje sklopa za preplitanje. rezultira vrlo velikim
duljinama kodnih rijeci s izvrsnim svojstvima, posebno za male odnose S/N, jer se omogucuje dobitak
od oko 0,7 [dB] Shannonove granice. Strukturu turbo kodera prikazuje slika 7.8

n informacijskih
bitova

rekurzijski sustavan |z kodiranih
konvolucijski kod 1 bitova

Sklop za umetanje

L rekurzijski sustavan | n kodiranih
konvolucijski kod 2 bitova

Slika 7.8: Blok-dijagram turbo kodera.

U strukturi kodera prikazanoj na slici 7.8, n informacijskih bitova ulazi u prvi koder. Isti informacijski
bitovi umecu se (interleaving) i preplic¢u u drugome koderu. Buduéi da su koderi sustavni, svaki koder
generira n informacijskih bitova koji mu se dovedu na ulaz, a iza koji slijedi » paritetnih bitova. Nakon
kodiranja, preko kanala se prenosi n informacijskih bitova i 2n paritetnih bitova iz oba kodera,
odnosno, ukupno 37 bitova. Dakle, ukupna brzina je R = n/3n = 1/3. Ako su pozeljne vece brzine,
paritetni bitovi se "preskacu" (puncture), odnosno, prenose se samo neki paritetni bitovi, u jednakim
razmacima.

Turbo koder sastoji se od dvaju sastavnih kodova razdvojena sklopom za preplitanje duljine n.
Sastavni kodovi su obi¢no rekurzijski sustavni konvolucijski kodovi RSCC (recursive systematic
convolutional codes) brzine 1/2, a obicno isti kod(er) koristi se kao dva sastavna kod(er)a. Rekurzijski
konvolucijski kodovi drugaciji su od ne-rekurzijskih konvolucijskih kodova zbog postojanja povratnih
veza pripadnih posmicnih registara. Primjer rekurzijskoga sustavnoga konvolucijskoga kodera
prikazuje slika 7.9

|
il

Slika 7.9: Rekurzijski sustavni konvolucijski koder.

Sklop za preplitanje (interleaver) turbo kodova, obi¢no daje jako duge nizove (reda veliCine tisuce
bitova). Svojstva kodova mogu se ostvariti pametnim izborom sklopova pseudo-slu¢ajnih nizova i
sklopom za preplitanje. Niz nula postavljenih u nizu poruke ne-rekurzijskoga konvolucijskoga koda
jamci, da ¢e se koder vratiti u stanje "sve 0". Povrat u to stanje, zahtijeva opremanje (povecéanje)
informacijskoga niza posebnim nizom razli¢itim od nule. Zbog postojanja sklopa za preplitanje, u
vedini slucajeva nemoguce je vratiti oba kodera u stanje "sve 0".
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Dok turbo kodovi imaju komponente od dvaju sastavnih kodova, za njihovo dekodiranje prikladan je
iteracijski algoritam. Bilo koja metoda dekodiranja, koja kao svoj izlaz daje vjerojatnosti pridruzene
bitovima, moze se koristiti u visSestrukim shemama dekodiranja. Jedna takva shema je dekodiranje
maksimalnom a posteriori vjerojatnoscu MAP (maximum a posteriori) 1 njezine inacice. Drugi
popularan na¢in manje slozenosti (ali narusavanja svojstava) je Viterbijev algoritam mekim izlazom
SOVA (soft-output Viterbi algorithm).

Koristenjem bilo kojega postupka, raCunaju se vjerojatnosti razliCitih bitova te se propustaju u drugi
dekoder. Drugi dekoder raCuna omjere vjerojatnosti te ih vra¢a prvome dekoderu. Taj postupak se
ponavlja dok vrijednosti ne pokazu visoku razinu vjerojatnosti ispravnoga dekodiranja za svaki bit. U
tome trenutku donosi se konacna odluka. Iteracijski postupak dekodiranja prikazuje slika 7.10

.| sklop za
preplitanje
Vs > Lfl?Z Lgl
», — | dekoder 1 [—> p::;l)cl)ﬁaﬁe > dekoder 2
Yy 2p | > |
sklopza |,
rasplitanje |

Slika 7.10: Iteracijska shema dekodiranja za turbo kodove.

Na ovoj slici, ys, yip 1 y2» predstavljaju primljene podatke koji odgovaraju sustavnim bitovima,
bitovima provjere pariteta za koder 1 odnosno za koder 2. Izrazi L, odnosno L5, predstavljaju
informacije koje su se razmijenile izmedu obaju dekodera.

7.31.  7.3.1. SERIJSKI ULANCANI KODOVI

Serijski povezano kodiranje zdruZuje dva ili viSe relativno jednostavnih kodova omogucujué¢i mnogo
snazniji kod, ali jednostavnijih svojstava dekodiranja nego jedan veci usporediv kod. Izlaz prvoga
uredaja za kodiranje (vanjski koder) puni ulaz drugoga kodera (unutarnji koder). U dekoderu, drugi
(unutarnji) kod, dekodira se prvi, a njegov izlaz, vanjski kod, dekodira se nakon toga (slika 7.11).

E koder :
ulazni | | vanjski unutarnji :
podaci | koder koder !

b o oo

kanal

o T Tt T T T T T T
. . 1
izlazni ! vanjski unutarnji |

%I_ < < T
podaci ' |  dekoder dekoder |

: dekoder X

Slika 7.11: Spojeno kodiranje i dekodiranje.

Ispravak pogreska svojstvom spojenih kodova sloZen je za procjenu, jer njegova ucinkovitost znac¢ajno
ovisi o razdiobi pogresaka. Prije otkri¢a turbo kodova, jedan od najmo¢nijih raspolozivih kodova, bio
je ulancan kod. On je obuhvacao vanjski RS blok-koder iza kojega je slijedio unutarnji, konvolucijski
koder, ograni¢ene duljine 7. Ovaj kod koristi(o) se u primjenama svemirskih programa i digitalnome
odagiljanju televizijskih programa (ETSI EN 301 DVB'" standard).

Znacajan nedostatak ove jednostavne sheme spajanja, je kumulacijsko prostiranje pogreske. U slucaju
jedne pogreske na ulazu prvoga dekodera, nekoliko pogresnih bitova moze se prenijeti na ulaz

" DVB ... Digital Video Broadcasting
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sljede¢ega dekodera, Sto rezultira jo§ vecim brojem pogresnih bitova, a to na kraju moze nadvladali
sposobnost ispravke pogresaka dekodera.

Sklop za preplitanje jednostavno permutira'®® redoslijed niza simbola. Umjesto pojave velikoga broja
pogresnih bitova unutar jedne kodne rijeci, pogreske se raspodijele na ve¢i broj kodnih rijeci (uz
odgovaraju¢e manje pogresaka po kodnoj rijeci) pa je dekodiranje uspjesnije (detalji se obraduju u
laboratorijskoj vjezbi 17).

7.3.2. 7.3.2. PARALELNO SPOJENI REKURZIJSKI SUSTAVNI KONVOLUCIJSKI KODOVI

Naziv "turbo kod" pomalo je pogresan, jer se rije¢ "turbo" zapravo odnosi na postupak iteracijskoga
dekodiranja, a ne na kodiranje. Sam naziv izvodi se iz analogije izmedu iteracijskoga postupka
dekodiranja i nacela u kojemu se primjenjuju povratne informacije za poboljSati svojstava motora s
unutarnjim sagorijevanjem.

U temeljnome obliku, koder turbo koda sastoji se od dvaju sustavnih kodera spojena sklopom za
preplitanje, a oblik veze poznat je kao paralelno ulancenje (parallel-concatenation) (slika 7.12).

ulazni sustavni bitovi
podaci

\ 4

koder #1

paritetni bitovi #1

A 4

sklop za umetanje

koder #2 |_paritetni bitovi #2

A 4

Slika 7.12: Blok-dijagram turbo kodera.
Opis rada turbo kodera:

1. Niz uzlaznih podataka primjenjuje se izravno na uredaj za kodiranje 1, a prepletena inacica
istoga niza ulaznih podataka, primjenjuje se na koder 2 na slici 7.12.

2. Sustavni bitovi (tj. bitovi izvorne poruke) i dva toka paritetnih bitova (koje generiraju dva
kodera) mijeSaju se zajedno da bi oblikovali izlaz kodera.

Iako konvolucijski kodovi predstavljaju sastavne kodere za turbo kod, u praksi su turbo kodovi
zapravo blok-kodovi kojima veli¢inu bloka odreduje veli¢ina sklopa za preplitanje. Stoga se turbo
kodovi mogu opisati kao linearni blok-kodovi.

Blokovska priroda turbo kodera izaziva brojne prakticne probleme kao Sto su: tono odredivanje
pocetka i1 zavrSetka kodiranoga ulaznoga niza bitova. Skoro svim shemama kodiranja zajednicki
problem jest, dovodenja kodera u stanje "sve 0". Nakon kodiranja, na kraju svakog bloka bitova
podataka, dodaje se niz nultih bitova za prisiliti koder na povratak u stanje "sve 0". Ovaj postupak,
takoder je poznat kao zavrsetak (termination), a naknadno primijenjeni nizovi za reset, nazivaju se
zavrsni nizovi (terminating sequences). Zavrsetak turbo kodova moze se primijeniti ili samo na jedan,
ili na oba sastavna kodera.

7.3.2.1. 7.3.2.1. Sklopovi za preplitanje turbo kodova

Novost paralelnoga spoja turbo kodera lezi u koriStenju RS kodova i uvodenju sklopa za preplitanje
izmedu dvaju kodera. Sklop za preplitanje osigurava da se dvije permutacije istih ulaznih podataka
kodiraju u dva razlicita paritetna niza. U¢inak sklopa za preplitanje povezuje pogreske napravljene u
jednoj polovici turbo kodera s pogreSkama za koje postoji iznimno mala vjerojatnost da ¢e se pojaviti u
drugoj polovici. To osigurava robusna svojstva u slucaju da karakteristike kanala nisu poznate pa je to
glavni razlog zasto su turbo kodovi bolji od tradicijskih kodova.

120 permutirati ... (lat. permutare) razmjenjivati, zamjenjivati, promijeniti; razmjestati, premjestiti, premjestati

200 zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sije¢nja 2018.



Izbor sklopa za preplitanje kljucan je za svojstva sustava turbo kodiranja. Svojstva turbo kodova mogu
se analizirati u smislu Hammingove udaljenosti izmedu kodnih rije¢i. Ako se dogodi prekid
primijenjenoga ulaznoga niza, malo je vjerojatno da jednom prepleten niz nece proizvesti veliku
Hammingovu udaljenost u barem jednome od dvaju kodera. Ako slu¢ajan podatkovni niz ima malu
ukupnu Hammingovu udaljenost, malen je broj takvih kodnih rijeci, jer se isti niz negdje drugdje u
bloku za unos podataka drugacije preplice.

7.3.2.2. 7.3.2.2. Podrezivanje ("kljaStrenje") kodova
Turbo kod na slici 7.13 ima relativno malu brzinu od 1/2.

ulazni sustayni
podaci 1 bitovi
T I g

R paritetni
- bitovi
Slika 7.13: Promjena brzine koda na 1/2

Umjesto promjene strukture kodera, brzi kodovi obi¢no se generiraju postupkom poznatim kao
podrezivanje'*' (puncturing), vidi poglavlje 6.3.1.4. Probuseni kodovi. U turbo kodu na slici 6.10,
promjena brzine koda na 1/2 moze se postici "probijanjem" dvaju paritetnih bitova prije multipleksora.
Na primjer po jedan bit moZze se izbrisati iz svakoga paritetnoga izlaza, tako da za svaki bit podataka
ostaje jedan kontrolni bit. Sli¢no, brisanjem drugih omjera paritetnih izlaza mogu se generirati i druge
brzine koda. Izbrisani bitovi moraju se u dekoderu zamijeniti umetanjem "laznih" (dummy) paritetnih
bitova. U slucaju dekodera mekoga odlucivanja (za iteracijsko dekodiranje), to ne smije unazaditi
dekodiranje.

7.4. 7.4. Turbo dekodiranje

Kljuéna komponenta iteracijskoga (turbo) dekodiranja je dekoder mekim ulazom i mekim izlazom
SISO (soft-in, soft-out). Svojstva veze demodulator-dekoder mogu se znatno poboljsati ako su
dekoderu raspolozive meke odluke iz demodulatora, jer se na temelju njih donose konac¢ne tvrde
odluke. "Meka" odluka obi¢no je zastupljena koli¢inski omjerom logaritamskih vjerojatnosti LLR
(logarithm of the likelihood ratio) za svaki bit. Ideja iteracijskoga dekodiranja je da ovu informaciju
koristi niz dekodera. Imajte na umu da LLR odraZzava Shannonovu koli¢insku mjeru informacije.

Kodovi pdlja (array codes) naznaCeni na pocetku ovoga poglavlja, koriste iteracijsko turbo nacelo.
Uobicajena tehnika dekodiranje za kodove pdlja je odvojeno dekodirati retke i stupce. Da ne bi doslo
do velikih pogreSaka, najprije se dekodiraju stupci, a onda redci. Dekodiranje kodovima pdlja sli¢no je
rjeSavanju krizaljke, jer se rijeci moraju podudarati okomito i horizontalno.

Optimalan dekoder pronaSao bi najvecu vjerojatnost za rjeSenje cijeloga polja, a to daje minimalan
broj pogresaka. Zato su se znatno povecali, slozenost dekodera i kaSnjenje. Dekodiranje ulanc¢anih
prepletenih kodova je otezano, jer samo jedan dekoder ima pristup do "mekih" podataka iz
demodulatora. RjeSenje je primijeniti "meke* informacija u oba dekodera rasplitanjem ulaznoga
signala, a zatim ovaj niz primijeniti na drugi dekoder. PoboljSanja se mogu posti¢i tako da se "meki"
podaci iz izlaza prvoga dekodera vrate na ulaz drugoga dekodera. Kona¢no poboljSanje je vratiti izlaz
drugoga dekodera natrag na ulaz prvoga, koriste¢i iteracijski ucinak. Slika 7.14 prikazuje iteracijski
dekoder za kodove pdlja.

2! Sinonimi su: kljastrenje, busenje
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Slika 7.14: Osnovni iteracijski dekoder.

Raspolozive informacije o raznim odlukama dekodiranja dolaze iz nekoliko izvora. Neke informacije
dolaze izravno od samih podatkovnih bitova. One se nazivaju unutarnje informacije (intrinsic
information). Ako se dekodira povezano ili kodom umnoska, prolaz podataka iz jednoga dekodera u
sljedeci naziva se vanjska informacija (extrinsic information). Samo vanjske informacije prenose se od
dekodera do dekodera, jer su unutarnje informacije izravno dostupne. Nakon §to se dekodiraju
unutrasnji i vanjski kodovi, podaci se ponovno pohrane na odgovaraju¢i nacin. Postupak se ponovi
onoliko puta koliko je potrebno, dok se konacno ne donese tvrda odluka i ne dobije se dekodiran bit.
Ovo je taj iteracijski postupak iz kojega je izveden naziv turbo dekodiranje. Slika 7.15 prikazuje
osnovnu strukturu turbo dekodera.
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1. iteracija ... prekidadi u polozaju1 - ------------ ... vanjske informacije
slijedece iteracije ... prekidaci u poloZzaju2 ——— . unutarnje informacije

Slika 7.15: Blok-dijagram turbo dekodera.

Svaki od dvaju stupnjeva dekodiranja koristi BCJR (Bahl, Cocke, Jelinek, Raviv) algoritam, osmisljen
za rjeSenje problema otkrivanja maksimalne a posteriori vjerojatnosti MAP (maximum a posteriori
probability). BCJR algoritam razlikuje se od Viterbijevoga algoritma dekodiranja u dva klju¢na
motrista.

1.  To je algoritam s jednostrukim ulazom i jednostrukim izlazom SISO (single input single output) 1
dvije rekurzije, jedna prema naprijed, a druga natrag. Obje ukljucuju meke odluke. Viterbijev
algoritam koristi algoritam dekodiranja mekim ulazom i tvrdim izlazom.

2. BCIR algoritam je MAP dekoder, jer smanjuje pogreSke bitova procjenjuju¢i a posteriori
vjerojatnosti pojedinih bitova u kodnoj rije¢i. Za ponovno ustrojiti izvoran niz podataka, izlazi
BCJR algoritam mekoga izlaza, veoma su ograni¢eni. Viterbijev algoritam procjenjuje niz
maksimalne vjerojatnosti tako da maksimizira funkciju vjerojatnosti za cijeli niz, a ne za svaki
bit. Za turbo dekodiranje razvijena je prikladna inacica Viterbijevoga algoritma. Ovaj algoritam
naziva se Viterbijev algoritam s mekim izlazom SOVA (soft output Viterbi algorithm).

Uvjet prakti¢ne primjene turbo kodera je, da dekoderi moraju raditi puno brZze od brzine kojom se
primaju ulazni podaci tako da se moze napraviti nekoliko iteracija. Dekoder s jednom iteracijom moze
se zamijeniti nizom medusobno povezanih dekodera ("cjevovod" dekodiranje), tako da je izlaz
dostupan u kona¢nome stanju. U bilo kojemu sluc¢aju prethodno postavljenih broja iteracija,
kombinacije unutarnjih i vanjskih informacija, mogu se koristiti za pronac¢i dekodiran niz podataka.

Tipicno se koristi, ¢vrst broj iteracija (u rasponu od 4 do 10), ovisno o vrsti koda i njegovoj duljini.
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7.5. 7.5. Turbo kod - svojstva

Vjerojatnost pogreske bita za turbo kod brzine 1/2 uz Pi(x) =1 +x + x> + x> +x* i P,(x) = 1 + x*
sklopom za preplitanje 256 x 256, prikazuje slika 7.16.

N

Vjerojatnost pogreske bita

< broj iteracija

0 1 2 3 4 5 6
Odnos signal/sum: E,/N, [dB]

Slika 7.16: Svojstva turbo koda kao funkcija broja iteracija (Izvor: Berrou i Glavieux, 1996).

Moze se vidjeti da nakon otprilike Sest ponavljanja, nema velikoga poboljsanja. Za dekoder s K =3 i
18 ponavljanja, BER = 107 postize se za Ey/Ny = 0,9 dB. Stavljajuéi ovo u kontekst slike 5.16.b.
pokazuje se da uobicajen konvolucijski (n = 47, brzine 1/2) kod, zahtijeva E,/N, = 4,0 dB za isti BER.

Napomenimo da se zadivljuju¢a dobit kodiranja postize na Stetu veli¢ine sklopa za preplitanje. Osim
toga, mogu postojati ograni¢enja kasnjenje/brzine zbog prirode dekodiranja. U 2011. godini, jedan od
najbrzih ASIC (application specific integrated circuit) dekoderskih uredaja postigao je propusnost od
1,28 Gb/s (uz maksimum od 6 iteracija). Turbo kod u osnovi, slu¢ajno se pojavljuje u kanalu na
temelju pseudo-slucajnoga sklopa za preplitanje. Ima fizi¢ki ostvarivu strukturu dekodiranja pa je
njegov zadivljujuci nacin rada, u srediStu primjena.

7.51. 7.5.1. SVOJSTVA TURBO KODOVA (KODIRANJE | DEKODIRANJE)

Turbo kodovi odlikuju se izvrsnim svojstvima pri malim vrijednostima S/N. Rad turbo kodova
poboljsava se povecanjem duljine sklopa za preplitanje 1 brojem iteracija. [zvorni turbo-kod proucavali
su Berrou 1 suradnici (1993) koriste¢i rekurzijski sustavan konvolucijski koder prikazan na slici 7.17.

D<«D<D<DB
Tt 11

>

P—

><-D<

1 S
Slika 7.17: Rekurzijski 21/37 sustavan konvolucijski kod.

Vidljivo je da u ovome kod(er)u, veze prema naprijed opisuje g; = [10001], a povratne veze opisuje
g, = [11111]. Ovi vektori mogu se predstaviti u oktalnome obliku 21 odnosno 37, pa je uobicajeno da
takav kod nazivamo 21/37 rekurzijski sustavan konvolucijski kod. Ovaj broj koristi se u turbo kodu s
ograni¢enjem duljine n = 65536, a "buSenje" se koristi za poveéanje njegove brzine na 1/2.

Svojstva rezultiraju¢ega koda koriStenjem BCJR algoritma dekodiranja prikazuje slika 7.18.
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Slika 7.18: Prikaz (37, 21, 65536) turbo koda za razlicit broj iteracija.
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Nakon 18 iteracija, svojstva ovoga koda udaljena su samo 0,7 dB od Shannonove granice.

Jedan od problema s turbo kodovima je postojanje donje razine pogreske (error floor). Kao §to se vidi
na slici 7.18, vjerojatnost pogreske naglo se smanjuje povecanjem E;/Ny do odredene tocke. Nakon
ove tocke, vjerojatnost pogreske smanjuje se vrlo sporo. Postojanje donje razine pogreske posljedica je
svojstava udaljenosti turbo kodova. Izgleda da, iako turbo kodovi imaju izvrsna svojstva, oni imaju
prilicno loSu minimalnu udaljenost. Razlog zbog kojega mogu dobro raditi je da, iako siromasnih
svojstava udaljenosti, broj staza pri malim udaljenostima tzv. mnogostrukost te udaljenosti
(multiplicity of that distance), a, , vrlo je mala.

U obi¢nim konvolucijskim kodovima, moZemo oblikovati kodove s puno boljim minimalnim
udaljenostima, ali mnostvo malih udaljenosti puno je veca. Ako sada promotrimo jednadzbu:

1 —R.di,E, /| N,
Eadminf(dmin)e o s

gdje su: P,, prosje¢an broj pogresnih bitova za k ulaznih bitova, k, duljina ulaznoga binarnoga bloka,

sz

f(d), broj ne-nultih ulaznih bitova, a R., brzina vanjskoga koda. Vidimo da je za male S/N, ucinak
mnogostrukosti (a, ) jos utjecajniji na izvedbu koda. Za velike S/N vrijednosti, minimalna udaljenost

koda igra veliku ulogu. Pri velikim S/N svojstva turbo kodova naglo se narusavaju.

Slika 7.19 usporeduje ucinkovitost prethodno opisanoga 37/21 turbo koda brzine polovine
konvolucijskoga koda i ograni¢ene duzine 14 te Viterbijevoga algoritma dekodiranja mekom odlukom.
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Slika 7.19: Usporedba izvedbe turbo koda i konvolucijskoga koda.

Na istome crtezu takoder su nacrtane granice svojstava (koristenjem zajednickoga ogranicenja) za oba
koda.
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Zasicenje pogreSaka (error floor) pojava je kojju susre¢emo u modernim rijetkim ponavljajué¢im
kodovima za ispravak pogresaka. Ti kodovi temelje se na grafu, poput linearnih kodova, Cije paritetne
matrice sadrze veoma malen broj ne-nultih bitova (kodovi male gustoce s paritetnom provjerom)
LDPC (Low-Density Parity-Check Codes)'* i turbo kodova (slika 7.20).

’E‘ 3
% 100 T T T
0 (2, 1, 6) NASA ——
= 10-'f R Turbo kod = =+ -
=
< 10-2f —
i 10 Podruéje vodopada
) [ H B
& 1073 = :p —
] 4 =1

4] ! ]
5 10 £
2 2|
S 10 |3 — E
M 2 & {,x =

—6 S| ) .

10 g| o
< . o _
107 » ‘ e ‘ \’74,1‘(76553‘6 ‘
-1 0 1 2 3 4 5 6

Odnos signal/Sum: E,/N, [dB]
Slika 7.20: Podrucje zasic¢enja i podrucje vodopada turbo kodova

Crtanjem omjera pogreske bitova BER (bit error rate) za uobicajene kodove poput Reed-Solomonovih
uz algebarsko dekodiranje, ili konvolucijskih kodova uz Viterbijev algoritam dekodiranja, BER se
stalno smanjuje u obliku krivulje sukladne poboljSanju S/N odnosa. Za LDPC 1 turbo kodove postoji
tocka nakon koje pad krivulje ulazi u zasicenje tj. podrucje u kojem se svojstva ustaljuju. Ovo podrucje
zove se podrucje zasicenja pogresaka (error floor region) Podrucje neposredno prije nagloga pada
svojstava, zove se podrucje slapa (waterfall). U slucaju turbo kodova, zasi¢enje pogresaka obi¢no se
pripisuje maloj tezini kodnih rijeci, a u slucaju LDPC kodova, pripisuje se obuhvatu skupova kodnih
rijeci ili bliskih kodnih rijeci.

7.6. 7.6. Ulan¢ano kodiranje

Shemu ulandanoga kodiranja prvi je predlozio Forney'* kao nagin za postizanje velikoga kodnoga
dobitka. Sjedine se dva ili viSe relativno jednostavnih gradbenih blokova ili komponentskih kodova
(ponekad nazvani sastavni kodovi). Rezultiraju¢i kodovi imaju sposobnost ispravke pogreska mnogo
duzih kodova. Sami kodovi obdareni su strukturom koja dopustena relativno lako do umjereno slozeno
dekodiranje. Serijska veza kodera najc¢esce se koristi za sustave ograni¢ene snage kao Sto su odasiljaci
na svemirskim letjelicama.

Najpopularnije od ovih shema sastoje se od Reed-Solomonova vanjskoga koda (prvi se primjenjuje,
zadnji se uklanja) nakon cega slijedi konvolucijski unutraS$nji kod (zadnji se primjenjuje, prvi se
uklanja). Turbo kod mozemo zamisliti kao usavrSenu strukturu ulancanoga koda plus iteracijski
algoritam za dekodiranje pridruZen kodnome nizu. Zbog njegovoga jedinstvenoga iteracijskoga oblika,
turbo-kod je na popisu kao zasebna kategorija strukturiranih nizova (tablice 0.1 1 0.2).

Opisane sheme turbo kodova, postizu vjerojatnost pogreske bita od 10~>. Koriste se kodovi brzine 1/2
preko Gaussova kanal s adicijskim bijelim Sumom AWGN (additive white Gaussian noise) i BPSK
modulacijom uz E/Ny od 0,7 dB. Kodovi su ustrojeni koriStenjem dvaju ili viSe komponentskih
kodova uz razlicite inacice preplitanja istoga informacijskoga niza.

Za uobicajene kodove, konacan korak u dekoderu vodi tvrdome odlu¢ivanju o dekodiranim bitovima
(ili op¢enitije dekodiranim simbolima). Za ispravan rad spojenih shema kao $to je shema za turbo kod,
algoritam dekodiranja ne bi trebao propustati tvrde odluke medu dekodere. Za najbolje iskoristiti
informacije naucene iz svakoga dekodera, algoritam dekodiranja na kraju zamjenjuje meko
odlucivanje tvrdim. Koncept turbo dekodiranja je proslijediti meke odluke iz izlaza jednoga dekodera
na ulaz drugoga te ponavljati ovaj postupak nekoliko puta tako da se proizvedu pouzdanije odluke.

'22 Ove kodove prvi je objavio Gallager u svome doktoratu, na MIT sveu¢ilistu, 1962.

' Forney, G. D. Jr., Concatenated Codes, Cambridge, Massachusetts: M. I. T. Press. 1966.
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18. Laboratorijska vjezba 17: Turbo kod i Viterbijev algoritam dekodiranja mekom
odlukom

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”
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8. POGLAVLJE 8 - TRELLIS KODOVI
8.1. 8.1 Uvod

Sto radi konvolucijski koder brzine 1/2? Prihvaéa jedan bit, kodira ga i na izlazu generira dva bita. To
je nesto Sto se radi na digitalnoj razini. Ova dva bita zatim se moduliraju (tj. pretvaraju u analogan
oblik pomocu sinusnoga nositelja) te se prenose kanalom. Kodiranje, kao digitalna funkcija i
modulacija, kao analogna funkcija, rade se neovisno za vec¢inu modulacija. U modulaciji kodirane
reSetke TCM (trellis coded modulation), ove dvije funkcije sjedinjuju se u jednu funkciju. Osnovni
pojmovi neophodni za razumijevanje TCM opisani su na kraju skripte kao dodaci. To su: Euklidova i
Hammingova udaljenost, koncept I 1 Q kanala te razmaci izmedu nizova.

8.2. 8.2. Modulacija kodirane reSetke (TCM)

TCM koristi mnogo razlicitih koncepata iz obrade signala. U najjednostavnijemu smislu to je spajanje
kodiranja i modulacije pa joj odatle ime modulacija kodirane resetke. To znaci da se za kodiranje
koristi resetka, a to je slicno konvolucijskome kodiranju. Dok kodiranje 1 modulaciju normalno
razmatramo kao dva samostalna motrista komunikacijske veze, u TCM ona se zdruzuju.

TCM modulacija, sloZzen je pojam za razumijevanje, osobito zbog nelinearnoga nacina rada. Ona
koristi ideje iz modulacije 1 kodiranja, kao i dinamicko programiranje, ustroj reSetke i algebru matrica.
Konvolucijski kod, koji ima optimalna svojstva ako se koristi samostalno, u TCM ne mora imati
optimalna svojstva. Grayev kod koristan je za nekodiranu signalizaciju i konstelacijski preslik, ali nije
uvijek tako u TCM. Proucavanje TCM nije lagana tema zahvaljuju¢i Ungerboeck i drugima koji su je
pronasli. Sre¢om, nema puno matematike kojom se treba ovdje baviti. No moraju se poznavati
koncepti: konvolucijskih kodova, resetke, reSetkastih struktura, koskupova i generatora koskupova.

Komunikacijska teorija kaze da je najbolje oblikovati kodove u duge nizove poruka. Dopusteni nizovi
trebali bi medusobno biti vrlo razli¢iti. Prijemnik onda donosi odluku izmedu nizova koriste¢i svoje
statistike, ali ne na temelju simbol-po-simbol. Ako se dekodira na ovaj nacin, vjerojatnost pogreske je
inverzna funkcija duljine niza. U opéemu obliku, vjerojatnost pogreSke izmedu nizova p,., zadana je
1zrazom
-d,./26°

Pe=e ™ (8.1)
gdje je dmin Euklidova udaljenost izmedu nizova, a 6° je snaga $uma. Svojstva TCM (i mnogih drugih
shema) mjere se prema asimptotskome dobitku kodiranja ACG (Asymptotic Coding Gain). Ovo je
dobitak ostvaren nekim osnovnim svojstvom visokih razina odnosa signal/Sum u Gaussovome
okruZenju. AGC nije ostvariv u praksi, jer ne prenosimo signale na najviSim odnosima S/N, posto
postoje sklopovske 1 kanalske nepravilnosti koje odstupaju od pretpostavki dodatnoga bijeloga
Gaussovoga Suma AWGN (A4dditive White Gaussian Noise). Dakle, prepoznaje se da su svi ovdje
citirani dobici, maksimalno moguéi samo u teoriji. Stvarni brojevi odreduju se ispitivanjima i
simulacijama u odredenome okoliSu. Funkcije usluge TCM sastoje od kodirane resetke 1 sklopa za
konstelacijski preslik kao §to prikazuje slika 8.1.

« . sklop za i
Resetkasti k+1 bit > . |MPSKili
—* konvolucijski , konstelaciskl_IMQAM jj
. : gl preslik u MPSK il
k bitova : koder brzine: : MQAM ili MASK MASK
R (S mnnnn T sk simboli

4

| modulacijski sinusni signal-nositelj

Slika 8.1: Opci prikaz modulacije kodirane resetke

TCM sjedinjuje funkcije konvolucijskoga kodera brzine R = k/(k+1) 1 M-struki sklop za preslik signala
&iji je zadatak preslikati M = 2* ulaznih toaka u veéu konstelaciju od M = 2*! konstelacijskih tocaka.
Za k = 2, imamo kod brzine 2/3 koji koristi QPSK signal (M = 4) 1 oblikuje 8-PSK signal (M = 8).
Dakle, umjesto da se povecava propusnost, udvostrucuje se broj konstelacijskih to¢aka. Broj tocaka
raste od B-PSK preko QPSK i 8-PSK do 16QAM 1 dalje. To je svojevrsna nadogradnja sustava, jer se
uzima odabrani signal i nadograduje ga na drugi s ve¢im brojem konstelacijskih tocaka, a prikazuje ga

slika 8.2.
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Slika 8.2: Konstelacijsko udvostrucenje u TCM. Prijenos QPSK signala pomocu 8-PSK konstelacije.

Glavna svojstva TCM su:

9]

~

10.

TCM je modulacija koja konvolucijskim kodiranjem ucinkovito koristi raspolozivu propusnost.
Ona Stedi propusnost udvostru¢enjem broja konstelacijskih to¢aka signala. Na taj nacin brzina
bitova povecava se, ali brzina simbola ostaje ista.

Konvolucijsko kodiranje ogranicuje dozvoljene prijelaze simbola, kodiranjem niza (sequence
coding).

Za razliku od pravih konvolucijskih kodiranja, ne kodiraju se svi dolazni bitovi.

Povecanjem konstelacije (broja konstelacijskih tocaka), smanjuju se Euklidove udaljenosti
izmedu njih. Iduéi na viSu konstelaciju, kodiranje niza nudi dobitak kodiranja koji nadvladava
manjak snage.

Svojstva se mjere dobitkom kodiranja u odnosu na nekodiran signal.

Kao mjera dekodiranja koristi se Euklidova, a ne Hammingova udaljenost.

Ungerboeck je izvorno predlozio TCM koriste¢i podjelu na skupove 1 manji broj stanja te kodne
brzine koje se mijenjaju prema vrsti ulaznoga signala.

Pragmaticka TCM koristi brzinu manju od savrSene brzine 1/2 konvolucijskoga koda
ograni¢enjem duljine jednake 7 ili 9. Ovo je Siroko dostupan kod pa njegovo koristenje te je
TCM jeftinija za izvedbu.

Konstelacijski preslik u ras¢lanjivanje skupa (set partitioning), temelji se na prirodnome
numeriranju gdje je Grayevo kodiranje pozeljnije u pragmaticnoj TCM.

TCM je opcenit koncept pa mijenjajuci k£, mozemo stvoriti QPSK, 8-PSK ili modulacije visih razina
kao Sto prikazuje slika 8.3.

sklop za
konstelacijski | QPSK
preslik u 4PSK [simbol ~
........... » M=22=4

v

reSetkasti
Fm 1|3P|SK: konvolucijski |2 bita
= L ulaztyoder brzine 1/2

A

| modulacijski sinusni signal-nositelj

(a) BPSK, brzina koda 1/2, izlaz QPSK

T B . »| sklop za
reSetkasti o
O O P 2QP|SK' konvolucijski |3 bita,...,| i:g;isl:edagjjsgll( LSKI>
l =2 U@z yvoder brzine 2/3| ... » P M=23=8 SImbo

-

| modulacijski sinusni signal-nositelj

(b) QPSK, brzina koda = 2/3, izlaz 8-PSK

S i > sklop za
reSetkasti a
k_?PISK konvolucijski [4 5;@::: rﬁ%ﬂitﬁlﬁglgm 1§QbA||v|
= > Uz koder brzine 3/4|........... ) p fyab ey Simbol

-~

| modulacijski sinusni signal-nositelj

(c) 8-PSK, brzina koda = 3/4, izlaz 16QAM

Slika 8.3: Opci prikaz modulacije kodirane resetke

124 Vidi poucak o kosinusima: d = Vb* + ¢* — 2bc-cos 45°
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8.21. 8.2.1. PODVRSTE TCM

Imajte na umu da je u svakome slucaju, brzina koda drugacija. No, sve one zovu se TCM. Kodiranjem,
broju bitova simbola, dodaje se samo jedan dodatan bit. Veli¢ina simbola povecava se od k na k+1
bitova. Ako kodiranje poveéava brzinu prijenosa za jedan dodatan bit, onda trebamo udvostruciti broj
konstelacijskih tocaka za smjestiti ovaj bit kao Sto ¢emo vidjeli u nastavku, gdje je L izvoran broj
bitova po simbolu.

Dakle, ako je BPSK izvoran signal, onda ¢e TCM koder iznjedriti QPSK, QPSK ¢e postati 8-PSK, a
ako se izabere 8-PSK, onda ¢e ona postati 16QAM signal. Kako se konstelacija $iri, a energija signala
ostaje ista, smanjuju se udaljenosti izmedu simbola. To podrazumijeva pogorsanje izvedbe, a ne
poboljsanje. Odakle onda dolazi poboljsanje?

Zapoceli smo odredenom propusnoscu B, jer u stvarnome Zzivotu Sirina pojasa predstavlja veliko
ogranicenje. Iz ove Sirine pojasa, odreduje se maksimalno moguca brzina simbola, koja nikada nije
veca od 2B, a obi¢no je manja. Sada se odreduje veli¢ina abecede koja moze osigurati potreban BER
signala za zadanu raspoloZzivu snagu.

8.2.2. 8.2.2. NEKODIRAN QPSK SIGNAL (K =2) PREDSTAVLJA KODIRANU TCM
Slika 8.4 prikazuje konstelaciju QPSK signala amplitude dmin = 1 za prijenos QPSK signala.

Stanje s, (00) o )

SO, 5 (00) |

?\ Ret Stanje s, (01) ¢ >

! \\ /, !

: 3¢ : Stanje s, (11) ¢ >

(AR P _

CI%,—---—\—YIB Stanjes3(10);«:0 P [:oz
s, (11) 55 (10)

. (b) Resetka nekoga QPSK signala koji omogucéuje
(a) Cetiri konstelacijske tocke QPSK  sve prijelaze u svakome vremenskom razdoblju

Slika 8.4: Konstelacija QPSK signala i njegova resetka.

Minimalna Euklidova udaljenost izmedu &etiriju konstelacijskih todaka je dmn = V2. Sada ¢emo
pogledati redetku ovoga QPSK signala §to je trivijalan'> slu¢aj kao na slici 8.4.b.

Ova reSetka pokazuje kako se simboli prenose u nekodiranome QPSK signalu. Sesnaest staza
prikazano je u dva vremenska razdoblja. Za nekodiran signal, moguca je svaka od tih 16 staza. U
trenutku ¢ = 0, moZzemo odabrati bilo koji od Cetiri moguca simbola, 5o do s3, a zatim u svakome
narednome vremenskome taktu, opet moZzemo odabrati bilo koji od Cetiriju mogucih simbola. To je
trivijalno, ali Zelimo pro¢i kroz to¢ku gdje ne postoje ograni¢enja u prijenosu nekodiranoga signala.
Svi nizovi su dakle moguci, jer ovaj signal ne kodira niz.

Slika 8.5 prikazuje resetku za rasporedenu (staggered'’’) QPSK, takoder se naziva i pomaknuta

(offset) QPSK pa vidimo da postoje ogranicenja u dopustenim prijelazima. 1z svakoga stanja, mozemo
oti¢i samo do dvaju susjednih simbola.

5, (01), 0 (00) Stanje s, (00)

Stanje s, (01)

Stanje s, (11) «

[ p——

s, (11) 55 (10) Stanjes3(10)t:0

t=1 t=2

(a) Cetiri konstelacijske tocke S-  (b) ReSetka nekoga S-QPSK signala koja omoguéuje samo
QPSK tri prijelaza iz svake toCke u svakome vremenskom razdoblju

Slika 8.5: Konstelacija S-OQPSK signala i njegova resetka.

' trivijalan (lat. trivialis) opée pristupaan, opée poznat, obian, trivium ... raskriZje od tri puta, koji se moZe naéi i na
ulici, tj. obi¢an, prostacki, svakidasnji, suvise poznat, otrcan
12 staggered ... rasporeden u $ahovskome poretku (cik-cak)
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Minimalna kvadrirana Euklidova udaljenost MSED (Minimum Squared Euclidean Distance), najmanja
je kvadrirana udaljenost izmedu svih toCaka konstelacije 1 obi¢no je to udaljenost izmedu dviju
susjednih tocaka. Na prijemnoj strani, dekoder donosi odluku o tomu koji simbol se poslao na temelju
toga u koje podrugja odluke (u)pada signal, poput slagalice'?’. Uginak pogreske, funkcija je MSED,
d>. ., koji za signale na slikama 8.4 i 8.5, iznosi 1,414. Pretpostavimo da nam je Zelja prenijeti

min >

nekodiran QPSK signal uz BER od 107 (slika 8.6).

LOG BER uodnosuna £, / N,
Idealne krivulje —16-PSK
T —QPsK
—8-PSK
— 16QAM
——640AM

LOG BER
&bk s b

(5] 8 ‘ 10 ‘ 12 ‘ 14 I 16 18 I 20 22 I 24
E,/ N, [dB]
Slika 8.6: Idealan BER u odnosu na Ey/Ny u AWGN okruzenju

To ¢e zahtijevati snagu od 9,6 [dB] za idealan E,/Ny u odnosu na BER. Ako toliko snage nije
raspolozivo, npr. zato $to je odasilja¢ malen, onda je izbor dodati kod brzine 2/3 za smanjiti BER, a on
¢e omoguciti ovoliki BER 1 na manjoj vrijednosti E4/Ny. Ali onda imamo jo$ jedan problem. Ako
zadrzimo istu brzinu informacijskih bitova i dopustimo povecanje brzine kodnih bitova za smjestaj
prekobrojnih bitova, onda se zahtjev za propusnoS¢u povecava faktorom 1/R. Dakle, dodatnim
kodiranjem, povecava se propusnost za 3/2. Ako se ne moze promijeniti propusnosti, onda ¢e se u
istome omjeru morati smanjiti brzina informacije (slika 8.7).

brzina bita =2
—)

QPSK modulatortp=r—prrs

brzina simbola=1¢______ o

(a) nekodiran signal

brzina bita=2| Konvolucijski
kod brzine =1/2

\ 4

QPSK modulator > i :

(b) Dodavanje koda brzine 1/2 ispred QPSK modulatora, ali to povecéava brzinu simbola.

brzina bita=2 | Konvolucijski
Zinapita = 2 o N
kod brzine = 2/3 PSK modulator e =3 * 4

brzina simbola=1,0 ©-.q..©

A 4

(c) dodavanje koda brzine 2/3 i prijenos pomoc¢u 8-PSK signal.

Slika 8.7: Dodavanje nezavisnoga konvolucijskoga kodiranja QPSK signalu, poveéava njegovu brzinu
bitova i zahtijevanu propusnost brzine koda

8.2.2.1. 8.2.2.1. Primjer QPSK

Prije kodiranja, brzina informacijskih bitova je 2 [bit/sek], a nakon dodavanja jednoga bita za
kodiranje, brzina postaje 3 [bit/sek]. Brzina simbola koja je prije kodiranja bila 1 [simbol/sek] (symbol
per second), poslije kodiranja je 1,5 [simbol/sek]. Sto se dogada s propusno$éu ako se brzina simbola
poveca od 1 na 1,5? Povecanjem brzine simbola, takoder se poveca propusnost (mjereno frekvencijom
prve nule). Signal brzine simbola od 1 [simbol/sek] ima nisko-propusnu Sirinu od 1 [Hz], signal brzine
simbola od 2 [simbol/sek], ima propusnost od 2 [Hz] i tako dalje. Propusnost signala povecava se od 1
[Hz] za nekodiran signal do 1,5 [Hz] za kodiran signal (slika 8.8).

'*" Dartboard, dart-board ... pikado plo¢a, slagalica
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Spektar snage PSK signala
razli¢itih brzina simbola: 1, 2, 3 [simbola /sek]

0 05 1 15 2 25 3 35 4
frekvencija
Slika 8.8: Protok u odnosu na potrebnu propusnost PSK signala.

Za PSK, dok god je brzina simbola ista, sve M-PSK modulacije imaju istu propusnost, bez obzira na
M. Ponovo pogledajmo sliku 8.9 gdje se zahtijeva propusnost kao funkcija brzine bitova umjesto
brzine simbola.

Spektar snage PSK signala

10 istih brzina bitova: 1 [bit/sek]
BPSK
0 - BPSK e QPSK
— 8-PSK
= 10 -
—IEI _20 -
3
= 30
)
Sp —40
=507 8-PSK
607 0,5 ' 1,5 2

1
frekvencija
Slika 8.9: Za istu brzinu bitova (za M-PSK signal), potrebna propusnost smanjuje se kako M raste.

Sva tri signala imaju istu brzinu bita, ali 8-PSK zahtijeva najmanju propusnost. Zahtjevi za zadanu
propusnost brzine bitova padaju kako M raste u M-PSK signalu, a to je ono §to se misli pod nazivom
ucinkovite modulacije bitova (bit-efficient modulations).

U tre¢emu izboru (slika 8.7.c), pomicemo se prema gore u modulacijskome redoslijedu 1 na taj nacin
mozemo prenijeti signal koji je kodiran, ali bez izmjene propusnost ili spektra. Sada je problem Sto su
8-PSK simboli medusobno blizi. Gledaju¢i krivulju na slici 8.6, vidi se da treba osigurati priblizno 3,5
[dB] vecu snagu za isti BER. Budu¢i da je to jedini nain ostvarenja ove ideje (inafe izborom
nekodirane QPSK nema dobitka), pitamo se moze li nam kod brzine 2/3 priskrbiti dobitak kodiranja od
najmanje 3,5 [dB]?

8.2.3. 8.2.3. DOBITAK KODIRANJA KODIRANOGA SIGNALA U ODNOSU NA NEKODIRAN SIGNAL

Dobitak kodiranja kodiranoga signala je

2
y = dfree/kodiran Es/kodiran (81)

dfree/ nekodiran Es ! nekodiran

gdje je dfeeirodiran jednaka Euklidovoj udaljenosti kodiranoga niza, a dminnekodiran J€ minimalna
udaljenost izmedu signala u nekodiranoj konstelaciji kao Sto se prethodno definiralo. Ovaj dobitak
kodiranja upucuje na osnovni signal. |Zapoéeli smo QPSK i Zelimo BER od 10 . Kazali smo da to|
|zahtijeva E»/Ny od 9,6 dB| Broj do kojega smo dosli za dobitak kodiranja iz jednadzbe 8.1, rauna se
kao smanjenje pocetne vrijednosti E/Np. Cinjenica da 8-PSK zapravo zahtijeva veéi Ep/N, nego
QPSK, osnovica za izracun je u jednadzbi 8.1. Dakle i pored toga $to je dminkodiran < Aminnekodiran, KO

mozemo priskrbiti da je dpeeikodiran > Aminnekodiran OStvarit cemo pozitivan dobitak. Znamo §to je dimin, ali
Sto je djee?
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8.2.3.1. 8.2.3.1. Slobodna udaljenost koda

Kako izmjeriti Euklidovu udaljenost kodiranoga signala, ako je Euklidova udaljenost njegove
konstelacije manja od dmi,. Sada moramo raspraviti udaljenost izmedu nizova dj.., a ne udaljenost
izmedu signala. Mjera dj.. definira se kao Euklidova udaljenost kodiranoga signala u smislu
najmanjega mogucega razmaka izmedu svih dozvoljenih nizova. Umjesto provjere svih mogucih
sjedinjenja (kombinacija), ova udaljenost mjeri se u odnosu na niz "sve 0". Isto tako mjere se
Hammingova udaljenost i Hammingova tezina, u odnosu na kodnu rije¢ "sve 0".

Pretpostavimo prijenos poruke "sve 0". Tijekom dekodiranja, dolazi do pogreSaka i dekoder slijedi
krive putove kroz reSetku. Jedini nacin na koji dekoder moze krenuti i onda se vratiti natrag na pravi
put, a to je put "sve 0", jest udaljavanje pa priblizavanje kao Sto se prikazuje u nastavku na slici 8.10.

Stanje s, (00)

Stanje s, (01) o=

Stanje s, (11) o=

Stanje s5 (10) to:()

Slika 8.10: Udaljavanje pa priblizavanje nizova (alternate). Uredno dekodirani nizovi prate gornju
crtkanu (plavu) crtu. Najkraci, krivo dekodirani nizovi su 2 odsjecka puta (puna crvena crta).

Euklidova udaljenost kodiranoga signala definira se kao najmanja udaljenost izmedu niza "sve 0" 1
onoga koji se odmakne od njega, a zatim se razidu. Sto to to¢no znaci?

Imajte na umu da je svaki niz, skup demoduliranih simbola. Ako se dvije staze razilaze, to znaci da je
doslo do pogreske i dekoder je donio pogresnu odluku. Uz pretpostavku da je vjerojatnost takve
pogreska mala, na slijede¢im raskrizjima, za daljnje odluke treba se vratiti natrag na ispravan put.
Malen dozvoljen put koji je neto€an, vjerojatniji je od dugoga puta, tako da je udaljenost toga maloga
puta mjera sposobnosti ispravke pogreSaka koda. To je isti koncept kao kada je za prijemnik
vjerojatnije da ¢e prihvatiti susjedne signalne tocke. One predstavljaju najvjerojatniji ispravan signal, a
ne odabir onih to¢aka koje su udaljenije pa takva temeljna ideja stoji iza maksimalne vjerojatnosti
dekodiranja MLD (Maximum Likelihood Decoding).

U prijaSnjemu primjeru jednostavnih reSetki vidimo da, ako se pogreska napravi u trenutku ¢ = 0, a
putovi se razilaze, onda se moZemo vratiti na ispravan put u samo dva segmenta kao Sto se prikazalo.
Zbroj kvadrata Euklidove udaljenosti za ovaj put, zove se slobodna udaljenosti, ds.. koda.

Euklidova udaljenost ovdje se odreduje slijedenjem puta razilaska 1 minimalne udaljenosti od puta "sve
0", simbol po simbol. Za prethodan primjer, to je zbroj SED (Squared Euclidian Distance) svakoga od
dvaju segmenata.

IzraCunajmo dj.. 1 dobitak kodiranja konvolucijskoga koda brzine 2/3 na slici 8.11, za vidjeti $to on
moze uciniti.

=
2 3"
@—» —»?—» —>@—> V3

4

Slika 8.11: Konvolucijski koder brzine 2/3

Ovo je konvolucijski koder s Cetiri stanja. Promatraju¢i shemu na slici 8.11, moZemo nacrtati njegove
funkcije prijenosa (slika 8.12).

212 zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sije¢nja 2018.



5[101)P-—6[110] S

(a) Preslik 8-PSK simbola (b) Prirodan preslik (c) Grayev kod
Slika 8.12: Funkcije prijenosa za koder na slici 8.11

To je sustavan koder, jer dva nekodirana bita prolaze, a pridruzuje im se paritetan bit. Pogledat ¢emo

svojstva ovoga koda na temelju preslika dvaju razli¢itih bitova u simbol. Na slici 8.12.b, simboli se

preslikavaju u prirodnome binarnome redoslijedu, a na slici 8.12.c, Grayevim kodom preslikavaju se

tako da se susjedne rije¢i razlikuju samo u jednome bitu. Imajte na umu da, iako je d2, za QPSK

signal bio 2,0, isti broj je 0,586 $to je skoro 75% manje za 8-PSK.

n

ZapisSimo podatke reSetke konvolucijskoga 2/3 koda, zapocevsi nulama u memorijama registara, a
onda propustimo sva tri sastava bitova kroz registre (slika 8.13).

stanja bitovi reSetka SED reSetka
000 0,0
. 110 2,0
stanje 00 011 3.414
101 3,414
011 3,414
. 101 3,414
stanje 10 000 00
110 2,0
100 4,0
. 010 2,0
Stanje 01 111 0.586
001 0,586
111 0,586
stanje 11 001 0,586
100 4,0
010 2,0
(a) ReSetka s pridruzivanjem | (b) svaka putanja zamjenjuje se | (c) 3 odsjeCka koji se razilaze
bitova svojim SED i onda spajaju u stanje 00

Slika 8.13: Resetka konvolucijskoga koda brzine 2/3

Na slici 8.13.a, reSetka pokazuje Cetiri moguca stanja registara gdje se svaka crta odvaja u sastave
bitova redom od vrha prema dnu. Na slici 8.13.b, moZemo zamijeniti simbole kvadrata Euklidove
udaljenosti od referentnoga simbola "sve 0". Te udaljenosti napisane su s lijeve strane, a ne na crtama
da bi lakSe pratili dijagram. U svakome stanju postoje Cetiri razli¢ita razlaza putova.

8.2.3.2. 8.2.3.2. Dobitak kodiranja

Da bi se utvrdio dobitak kodiranja, moramo znati ds.. ovoga koda. Za odredivanje puta minimalne
udaljenosti, iz svakoga stanja slijedimo put s najmanjom kvadriranom udaljenos$¢u (ali ne 1 0). To je
2,0 za put koji zapocinje u stanju 00 (s¢). Ovo nas vodi u stanje s,. Odavde, opet slijedimo put
minimalne udaljenosti, $to je 2,0. Ovo nas vodi u stanje s4 1 odavde se vracamo u stanje sy preko puta
koja ima kvadriranu udaljenost od 0,586. Nema drugoga put koji nas moze odvesti natrag u stanje 00
(50), a da ima manju udaljenost.

Ukupna veli¢ina minimalnih kvadriranih Euklidovih udaljenosti MSED za ovaj niz je zbroj sve tri
navedene kvadrirane udaljenosti: 2 + 2 + 0.586 = 4.586.

Da bi odredili dobitak kodiranja, podijelimo ovu udaljenost minimalnom udaljeno$¢u nekodirane

QPSK konstelacije, d., = 2,0. Dobitak kodiranja iz jednadzbe 8.1, uz pretpostavku da kodiran i

min

nekodiran signal imaju iste energije, je
10 log(%j=3.6 [dB].
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Ovo je ve¢ bolje. PokuSajmo zamjenski preslik simbola (Grayev kod) kao §to prikazuje slika 8.12.c.
On daje reSetku na slici 8.13.a. Kao 1 prije, mozemo pretvoriti svaki simbol na udaljenosti od 0-
simbola, a zatim ¢emo slijediti minimalan put. Ovaj put na nasu zalost, ukupno mozemo dobiti MSED
od samo 0,586 + 0,586 + 0,586 = 1,758, ili zapravo gubitak od oko 0,5 dB. Dakle, vidimo da preslik
predstavlja vazno razmatranje. Grayev kod ovdje nije bio koristan. Dodavanjem bilo kojega koda
brzine 2/3 ispred 8-PSK modulatora nije korisno. Sada vidimo kako nam TCM moze pomoc¢i u
poboljsanju.

8.2.3.3.

8.2.3.3. Ras¢lamba skupa ili priskrba velike Euklidove udaljenosti

Ungerboeck je zelio poboljsati preslik ovoga koda u signale na poseban nacin nazvan rasclamba skupa
(set partitioning). Osnovna ideja je da se k informacijskih bitova preslika u 2k konstelacijskih tocaka,
tako da mozemo ograni¢iti dogadanje prijelaza samo uz najveéi SED. Nakon S$to se podijele
podskupovi, signali se upucuju dalje, povecavaju¢i Euklidovu udaljenost izmedu signala u tomu
skupu. Slika 8.14 prikazuje ovaj postupak.

stanja | bitovi reSetka SED reSetka
000 0,0
. 110 4,0
stanje 00 011 20
101 0,586
011 2,0
. 101 0,586
stanje 10 000 00
110 4,0
100 2,0
. 010 0,586
stanje 01 111 3.414
001 0,586
111 3,414
stanje 11 001 0,586
100 0,586
010 0,586

Slika 8.14: Ako se promijeni preslik simbola u bitove, onda se mijenja i Euklidova udaljenost.

(Ungerboeckova "mozZdana oluja")

Konstelacija signala za 8-PSK podijeljena je (koristeci strukturu reSetke i pripadan izricaj). Imamo tri
dolazna kodna bita. Oni su

by by bs

Pocevsi bitom b3 pa koristeci ovaj bit, nastavimo niz stablo odluke kao Sto prikazuje slika 8.15.

214

@
dy=0,586] ~ °,

2 LI
Q’\\gi_z’o By =0 by=1 e
¢ 3 °
o _ 0 e _ e
-5 b,=0 by=1 . o0 ,=0,° bZ—IQ@ .
d22=4,0¢—$/ ~ ¢ © . ¢ §>/ \o
o _ o o g o ° o e o o
b=0/ \b= b=/ o=l 670/ Ngml b0/ Ny~
0% ¢ O“Q\ e 0%a % 0% o%e o%9
® 50 0 © 51 8 050 0550 050 65506 650 950
o 6 @ 8 ©,8 e,8 e, 6 o e 0,08 e,0
byb,b, 000 001 010 011 100 101 110 111
bbby 000 100 010 110 001 101 011 111

Slika 8.15: Podjela 8-PSK konstelacije na sve vece podskupove Euklidove udaljenost.
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Ova slika pokazuje kako se osam todaka 8-PSK uzastopno ra§¢lanjuje u disjunktne'*® koskupove tako
da SED raste na svakoj razini. Postoje ukupno Cetiri raS¢lambe racunajuci prvi ne-podijeljen skup. Na
najvisoj razini, MSED je 0,586. Na sljedecoj razini, gdje postoje samo cetiri tocke u svakome od dvaju
koskupova, MSED se povecava na 2,0, a na posljednjoj razini, MSED je 4,0. Svaki podskup takoder se
zove koskup pa izri¢ajem resetke, njezinim generatorima koskupova na ovaj na¢in mozemo prikazati
ras¢lambu (slika 8.16).

22 222+[1 1] 2224[0 1] 222+[0 1]+[1 1]=222+]0 1]

Slika 8.16: Struktura resetke i koskup generatori za 8-PSK rasclambe skupova (3 najvise razine)

Buduéi da prve dvije razine imaju manje udaljenosti, vjerojatnije su ove pogreske pa ¢emo koristiti
kodirane bitove za proci kroz ovaj dio. Bitovi b5 1 b, koji su kodirani, mogu se koristiti za odluku koju
raS¢lambu (ili koskup) odabrati. Onda se na posljednjoj razini moze koristiti nekodiran bit za izabrati
prenesen signal. Najznacajniji bit b;, koji se koristi na posljednjoj razini, ima veliku Euklidovu
udaljenost svoga komplementa i zahtijevat ¢e maksimalnu pogresku od 180 stupnjeva da bi se ostetio.

e e e e
|
! |
Ly I l I Vi
@® ] >
» L izlazni
2 . 1 2 o
! . —>
I X 2 itovi
oeUTrT e
I 4|:| ! 1] & [101]
T == A ! [100] )
Konvolucijski (3, 2) koder 8-PSK modulator

Slika 8.17: Ungerboeckov LFSR koder s 3 stanja i 8-PSK modulator'®

8.2.3.4. 8.2.3.4. Primjer
Pomoc¢u ovoga preslika, bitovi [010] preslikat ¢e se u simbol s5.

Ungerboeckov pristup ostavlja nekodiran najznacajniji bit i omogucuje mu da se brine o sebi preko
svoje velike Euklidove udaljenosti. Ovo je klju¢no za veée dobitke kodiranja ovoga pristupa. Samo
bitovi o kojima se odluci na najvi$im razinama s manjim SED, kodiraju se, ¢ime se smanjuje brzina
kodiranja i povecava ucinkovitost bita. Dakle, evo kako se moze koristi TCM manje brzine koda,
ostavljaju¢i MSB nekodiran (slika 8.18).

1
b, >
>(P—>
b @ b 8 PSK
Ul 3 2] modulator
by

Slika 8.18: Konvolucijski kod brzine 1/2 s 4 stanja kao osnova TCM

"2 disjunktan ... (lat. disjuncitvus) razdvojen, odvojen, iskljuéen, rastavan, koji razdvaja, odvaja, isklju¢uje; suprotan;
1% Koder napraviti u Logisim™ 2.7.1
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Sada umjesto koriStenja brzine koda 2/3 na oba dolazna bita, mozemo ostaviti jedan bit nekodiran, a
zatim Kkoristiti brzinu koda 1/2 na drugome bitu. Tri odlazna bita daju istu brzinu koda od 2/3.
Medutim, drugi pristup viSe obecava, budu¢i da brzina koda 1/2 ima bolji dobitak kodiranja.

Ovo je temelj TCM, selektivno kodirati samo neke bitove i iskoristiti pove¢anje Euklidove udaljenosti

dobivene podjelom u podskupove, a onda ostaviti nekodirane bitove koji su prirodno zasti¢eni svojom
velikom SED.

Zapocinjemo koderom s Cetiri stanja (slika 8.19).

stanie00 ® —0(00)—> @ @ —0(00)—> @ @ °

1(01) 1(2.0) 1(2.0)

stanje 10 @

stanje01 @

stanje 11 @ 4!]{10}—.. e o _/_/3.;:2_[]:;.__.. e © °
Slika 8.19: Kodirana reSetka brzine 1/2 (jedan bit ulazi, 2 bita izlaze)

Prvo nacrtamo reSetku konvolucijskoga kodera brzine 1/2. Kao $to smo ucinili za kod brzine 2/3. Ova
reSetka pretvara se u kvadrirane udaljenosti, a zatim se prepoznaje putanja minimalne duzine. Staza
minimalne duZine oznacena je kao [01 10 01]. Odgovarajuce udaljenosti od 00 simbola bita su 2,0, 2,0,
2,0, a njihov zbroj je 6,0 pa je MSED za ovaj kod jednak 6. Dobitak kodiranja je

10 log(gj =4,77 [dB]

To je bolje od 3,6 dB dobitka Sto smo ga imali za kod brzine 2/3, tako da ovo izgleda obecavajuce. Ali
ne tako brzo. Ovo je samo dobitak kodiranja koda brzine 1/2. Sto je s nekodiranim bitom, jesmo li (na)
njega zaboravili? Ovo se obraduje u laboratorijskoj vjezbi 18.

8.3. 8.3. Koristeni pojmovi

Blok-kodovi: Kodovi koji od informacijskoga bloka bitova duljine £, proizvode kodnu rije¢ duljine
n>k (n ... duljina bloka ili duljina koda).

Brzina koda: Odnos broja informacijskih bitova & u bloku u odnosu na ukupan broj prenesenih bitova n
u kodnoj rijeci (n = k + broj zalihosnih bitova).

Ciklicki kodovi: Kodovi definirani preko polinom-generatora, koji se mnoZe podatkovnim polinomom
za dobiti polinom kodne rijeci. Polinomi su definirani kona¢nim poljem, a krugovi posmicnih registara
koriste se za mnoZenja i dijeljenja polinoma. Primjeri su: Golayevi kodovi, BCH i Reed-Solomonovi
kodovi.

Dekodiranje najvecom vjerojatnoscu: Postupak dekodiranja koji maksimizira vjerojatnost primljenoga
niza izborom bilo koje od moguc¢ih kodnih rijeci. Ako su kodne rijeci jednako vjerojatne, ova metoda
dekodiranja daje najmanju mogucu vjerojatnost pogreske. U praksi, kao mjera "bliskosti" (najveca
vjerojatnost) uzima se minimalna Hammingova udaljenost.

Dijagram reSetke: Graf koji se koristi za predstaviti vremensko ponaSanje kona¢noga automata,
definiranjem stanja kao ¢vorova i mogucih prijelaza iz stanja kao grana.

Galois polje: Galois polje (ili konacno polje) skup je objekata ili elemenata na kojima su definirane
dvije operacije + 1 -, poStujuci neke specificne propise (tj., operacije su komutacijske i distribucijske).
Primjer: Ako je p prost broj, skup cijelih brojeva {0, 1, ..., p—1} mod p, oblikuje kona¢no polje.
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Generator-matrica: Matrica kxn koja proizvodi kodnu rije¢ (duljine n) blok-kodova, mnoZenjem
informacijskoga bloka (duljine k).

Hammingova udaljenost: Broj mjesta na kojima se razlikuju dva niza jednake duljine. Minimalna
udaljenost koda najmanja je udaljenost izmedu bilo kojega Hammingovoga para kodnih rijeci.

Ispravak praskovitih pogresaka: Metoda ispravke pogresaka koja je ucinkovita za pojavu pogresaka u
skupinama, za razliku od sluc¢ajnih pogresaka.

Kapacitet kanala: Maksimalna brzina prijenosa kojom se informacije mogu prenijeti preko kanala, s
po volji malom frekvencijom pojave pogresnih bitova.

Kodna rijec: Niz bitova dobivenih dodavanjem suvisnih bitova izvornoj poruci.

Konvolucijski kodovi: Kodovi koji se generiraju linearnim posmikom u krugu posmic¢noga registra, a
koji obavlja operaciju konvolucije nad informacijskim nizom.'*

Linearni kodovi: To su kodovi ¢ija linearna kombinacija bilo kojega skupa kodnih rijeci, takoder daje
kodnu rijec.

Modulacija kodirane resetke: Metoda sastavljena od zajednickoga kodiranja 1 modulacije, a temelji se
na oblikovanju konvolucijskih kodova prilagodenih modulacijskim signalima. Oni su postavljeni tako
da se poveca Euklidova udaljenost medu signalizacijskim tockama moduliranoga niza.

Otkrivanje pogreske: Mehanizam kojime se otkriva prisutnost pogreSaka u kodnoj rijeci. Uzorci
pogresaka koje se ne mogu otkriti, zovu se neotkrivene pogreske.

Preplitanje: Uredaj koji kodira simbole iz nekoliko kodnih rijeci, tako da su bitovi pojedine kodne
rije¢i medusobno dobro razdvojeni.

Razdioba tezine: Popis Hammingovih udaljenosti svake kodne rije¢i od odredene referentne kodne
rijeci.
Serijsko dekodiranje: Postupak za sustavno pretrazivanje kroz kodna stabla s ciljem pribliznoga

rjeSenja puta minimalne udaljenosti primljenoga niza. Primjeri: Fano algoritam, algoritam stoga (stack
algorithm).

Sindrom: Vektor §to ga racuna dekoder za pronac¢i mjesto pogreske koju se moZze ispraviti.
Sustavni  kodovi: Kodovi ¢iji je prvih (ili zadnjih) & simbola svake kodne rije¢i jednako
informacijskome vektoru.

Turbo kodovi: Kodovi generirani paralelnim spajanjem dvaju (ili viSe) jednostavnih konvolucijskih
kodera, odvojenih sklopovima za preplitanje.

Ulancani kodovi: Kodovi koji se temelje na serijskome spoju dvaju kodova odvojenih sklopom za
preplitanje.

Viterbijev algoritam: Ucinkovita metoda za dekodiranje konvolucijskih kodove na temelju pronalaska
puta kroz dijagram reSetke koji je na minimalnoj udaljenosti od primljenog niza.

Zalihost: Dodatni bitovi (provjera pariteta bitova) dodani izvornoj poruci kako bi se omogucio
ispravak pogreSaka.

1 Napraviti simulacijski primjer
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19. Laboratorijska vjezba 18: Konvolucijski kod brzine 1/2 s 4 stanja kao osnova
Tem

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”
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9. POGLAVLJE 9 - PRAKTICNO MOTRISTE LINEARNE ALGEBRE

Do sada su se koristile ograni¢ene matematicke operacije, a ukljucivale su raznovrsne elementarne
operacije linearne algebre koriste¢i aritmetiku modulo-2. Ovo nam je omogucilo do¢i do ove tocke, a
to je prilicno daleko. Cjeloviti postupci kodiranja i dekodiranja u potpunosti su razumljivi. U ovome
poglavlju pregledat ¢emo matematicke alate posebno pogodne za oblikovanje ispravaka i analiza
pogresaka. Osnovna nacela iznesena u prethodnim poglavljima preispitat ¢e se ponovno primjenom
ovih alata, kako bi se cjelovito pokazala njihova vrijednost.

9.1. 9.1. Dioba polinoma modulo-2

Prvo, razmatramo operaciju diobe polinoma modulo-2. Ovdje svi polinomi imaju binarne koeficijente.
Operacije zbrajanja ukljucene u dijeljenje, izvode se modulo-2 (tj., @ + @ = 0). Drugim rijecima, kao 1
prije, zbrajanje je nasa standardna XOR operacija, a zbrajanje "jednako je" oduzimanju, (mnozenju i/ili
dijeljenju). Pokazimo kako podijeliti dva polinoma:
LA+ +x%+1  PAx+l =+ (D)
djeljenik djelitelj koli¢nik ostatak

U svakome koraku operacije dijeljenja, podijelimo djeljenik (dividend - broj kojega dijelimo) najvise
potencije, djeliteljem (divizor - broj kojime dijelimo) najvise potencije pa napiSimo rezultat kao
kolicnik (kvocijent - rezultat dijeljenja). Onda pomnozZimo kolicnik ukupnim djeliteljem, a rezultat
pribrojimo djeljeniku. Na primjer, razmotrimo gornje uzorke djeljenika 1 djelitelja. 1zraz s najvisim
eksponentom u djeljeniku je x°.
Izraz s najviim eksponenta u djelitelju je x°. Dijeljenjem x° s x° rezultira x°, §to je prvi &lan koli¢nika.
Mnozenje s +x+1) daje x* + x* + x° (2. redak donje tablice). Sada pribrojimo taj rezultat
djeljeniku x° + x> + x* + x> + 1 (1. redak donje tablice) i dobije se x° + x* + x> + 1 kao novi djeljenik (3.
redak donje tablice). Opisani postupak pise se tehnicki kao:
prvi ¢lan koli¢nika

l.redak 1a° +1%° +0x* +1%° +1a% +0x +1 :olx’ 40X +1x 1= 1

2.redak 1% +0° +1x* +1x° +0x> +0x +0|+

3.redak 0r° +1a° +1a® +0x° +1a% +0x +1]

Primjenjujemo sada isti postupak na dobiveni polinom (novo dobiven djeljenik) x*+x*+x+1 u 3. retku.
To jest, dijelimo x° (koji je trenutno &lan s najvi§im eksponentom) s x° i dobijemo x*. Sljedeéi &lan
koli¢nika je, dakle, x*. Onda pomnozimo x* s (x° +x + 1) i dobijemo x° + x* + x” pa ga zbrojimo s x° +
x*+x* + 1. Cijelovita operacija dijeljenja radi se na sljedeé¢i nacin:

o +x +x 4l +1 : X +x +1 = ¥ +2% +x +1
x° +xr +) + dielitelj kolignik
X +x +x 1
5 3 2
X +x +Xx +
XX +1
x4 er2 +Xx +
x3 +x2 +x +1
X +x +1]|+
X < stupanj ostatka manji je od stupnja djelitelja

Postupak prestaje ako je ostatak polinom, Ciji je stupanj nizega reda od stupnja djelitelja. Ovdje je nas
ostatak x”. Ostatak mozZe, naravno, biti i 0. To se dogada ako je djeljenik visekratnik djelitelja. Budu¢i
da nasi polinomi imaju binarne koeficijente, mogu se napisati kao binarni vektori, predstavljajuc¢i samo
koeficijente polinoma.

Na primjer, polinom x° + x° + x* + x> + 1 = 1.x® + 1ox° + 0x* + 1.x° + 1% + 0-x' + 1x°, prikazuje se
kao vektor [1101101] dug sedam bitova. Bit na mjestu #i broje¢i s desne strane, vrijednost je

koeficijenta x', gdje je prvo mjesto oznadeno kao #0. Polinom x° + x + 1 prikazuje se kao [1011].
Navedena dioba onda ima sljede¢i binarni prikaz:
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1 1011 01 1 01 1 = 1 1 1 1
101 1 + L N )
110101 X o ox X
1 01 1 +
1 1.0 01
1 01 1 +
1 1 1 1
1 01 1|+
1 0 0 ostatak = x>
Dakle,
S+ +3+2+1 0 PHx+1 =+ 2+ + )0
djeljenik djelitelj koli€nik ostatak = x°
Napomena:

x3+x+m.

"" u polinomu kojega opisuje struktura LFSR, ne odgovara spoju-prikljucku (fap) LFSR - ona
odgovara ulazu prvoga bita (tj. x°, koji je jednak 1). Potencije izraza predstavljaju spojene (tapped)
registre bitova, racunajudi s lijeva (ili s desna). Prvi i zadnji bitovi uvijek su povezani povratnom
vezom kao ulazni odnosno izlazni spojevi.

9.2. 9.2 Veza izmedu diobe polinoma i LFSR sklopa

Kao S§to ¢e se poslije pokazati, operacija od velike prakticne koristi jest izra¢un F(x) mod G(x), tj.,
izraCun ostatka koji se dobije nakon dijeljenja polinoma F(x) s G(x). Operacija diobe uvijek je u
binarnome obliku kao §to se obradilo u poglavlju 9.1. Vratimo se operaciji prikazanoj u prethodnome
poglavlju (operacija [1101101] : [1011]). Operacija se moZe opisati kako slijedi:

o U prvome koraku, stavimo vektor [1011] ispod djeljenika, gdje lijeva 1 u [1011] dolazi ispod
lijeve 1 u[1101101].

o Zbrajanjem dvaju vektora smanjuje se stupanj djeljenika za jedan.

o Sada ucinimo istu operaciju na vektoru [110101], dobivenome prethodnim korakom. To jest,
mozemo pomaknuti djelitelj sve dok se lijeve 1 od [1011] i [110101] ne podudare, ¢ime se
dodatno smanjuje stupanj prethodnoga polinoma.

J Taj postupak ponavlja se dok posljednji ostatak nije polinom stupnja 2 ili manji (tj. binarni
vektor duljine 3).

Navedeni postupak moze se opisati i drugacije.

o Uzmimo polinom [1101101], odbacimo njegovu prvu jedinicu lijevo i okrenemo dva bita
(komplement dvojke), koja se nalaze dva odnosno tri mjesta desno od ove 1. Dobije se vektor
[110101].

o Uc¢inimo istu operaciju nad dobivenim vektorima: [110101], [10011] itd. (tj., svakome vektoru
odbacimo lijevu 1 i okrenimo bitove koji su dva odnosno tri mjesta s njegove desne strane).

Ovaj postupak moze se ugraditi u sklop prikazan na slici 9.1.

L_-(_Gd@eqé 1101101 _ ._IW_L)D:, ] _BD.F . —FE%’IEI

djeljenik E SELETELY ¥

—

Slika 9.1: Sklop za racunanje (x* + x° + x> +x* + 1) mod (x> + x + 1)

Koeficijenti djeljenika pune se u posmi¢ni LFSR (registar s desnom linearnom povratnom vezom na
slici 9.1 - lijevo) koji se prethodno dovede u pocetno stanje "sve 0" (sva stanja registara su nula). Kada
jedinica (1) napusti krajnje lijevo stanje, ona "ispadne" iz registra, ali se ta (1) (na "Zici"), preko
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povratne veze, pribraja bitovima koji su dva, odnosno tri mjesta desno. To je upravo ono $to se €ini u
prije opisanoj operaciji dijeljenja. KonaCan sadrzaj registra (nakon Sto se Citav djeljenik unese u
registar), je traZeni ostatak. Specifi¢an pristup dijeljenju x° + x> + x> + x> + 1 u gornjemu primjeru
moze se zamijeniti bilo kojim opéim polinomom G(x). Sklop na slici 9.1 lijevo, opéenit je sklop koji
generira G(x) mod (x* + x + 1) (4. ostatak dijeljenja).

Pokazano promatranje Cini, da je sklop na slici 9.1 jednak sindrom-generatoru prikazanome na slici
3.2 (i ponovno nacrtan kao slika 9.2).

DOijeljenje polinoma 5 2 2
o o=
abcdefg_jD-P 07 XD-P =
oL >I1|:|11|:|1 “'“Grl 1+K+x3|-1 tT
3 3

RX)=1®x®x’

)60)62)63)65)66 1] +][x ] + DEIF
CHr+xr+x+1) | o +x+1)
Slika 9.2: Krug za dijeljenje polinoma x®+x +x>+x 241 ] = Pl (precrtano iz slike 3.2)
Sadrzaji registra
1= L ijevi | X = Sredn/i x2 = Desm'
1 0 0
1 1 0
0 1 1 = o
= 12 =
N 1
N4
1 1 1 x°
0 0 1 ostatak

Jedan krug zapravo je odraz drugoga. Oni su, naravno, potpuno jednaki, jer krug nec¢e promijeniti svoj
rad ako se okrenu strane (smjer posmika lijevo ili desno) kao Sto to prikazuju slike 9.1 19.2.

L—D]@G(imhd(%_ 1101101 M}D_,Db))—»[l:l—J

— lijevo —— smjer smjer —————desno ———mMM™@™
Slika 9.1 (ponovljena) Slika 9.2 (ponovljena)

112

Od sada ¢emo se drZati uobicajenoga nacina crtanja, kao $to prikazuje slika 9.2, gdje se ulaz napaja s
lijeva, a registar R1 napusta se s desna. Kako bi se ucvrstila pokazana jednakost izmedu dviju slika,
trebamo sljedece definicije.

Definicija Polinom koji odgovara vektoru m (ili polinom predstavljen kao M), odnosi se na polinom
¢iji su koeficijenti bitovi vektora m. Oznacimo ovaj polinom M(x).

Primjer Polinom koji odgovara vektoru m = [1001011] je M(x) = 1 + x° + x° + x°. Imajte na umu da je
bit sasvim desno u vektoru m, koeficijent s najvi§im eksponentom. Drzat ¢emo se ovakvoga dogovora,
ako se drugacije ne naznaci.

Definicija Slijedi podrobnije objaSnjenje pojedinosti.

1.  Polinom podudaran LFSR je polinom ¢iji su koeficijenti odgovarajuce povratne veze LFSR.
2. LFSR podudaran polinomu je LFSR ¢ije povratne veze odgovaraju koeficijentima polinoma.
Ako R predstavlja LFSR, onda R(x) oznacava njegov odgovaraju¢i polinom i obrnuto.

Poveznica izmedu polinoma i njemu odgovaraju¢ega LFSR moze se objasniti na sljede¢i nacin:
najprije je potrebno da broj stanja LFSR bude jednak stupnju polinoma djelitelja. Ozna¢imo stanja
LFSR, pocevsi s lijeve strane, uzastopnim potenciranjem x, pocevsi s 0. Onda je stanje sasvim desno,
oznaceno kao x"', gdje je n stupanj polinoma. Povratna veza, $to izlazi iz stanja koje je sasvim desno,
vodi se natrag prema svim stanjima obiljeZenim potencijama od x koje se pojavijuju u polinomu.
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Povratna veza omogucuje odredivanje odgovaraju¢ega LFSR iz zadanoga polinoma. Sli¢an je
postupak odredivanja polinoma koji se podudara s odredenim LFSR. Ne-nulti koeficijenti polinoma
podudarni su onim stanjima LFSR koja su spojena na vrata EXOR zajedno s povratnom vezom. Ako je
duljina LFSR jednaka n, koeficijent uz x" u polinomu jednak je 1.

Primjer

1.  Uoéite vezu izmedu polinomnim 1 + x +x° i LFSR na slikama 3.2 ili 3.1.

iaz abcdefg%%@—%)D*-J LD~
Slika 3.1 . Slika 3.2

Promotrimo cetiri LFSR prikazana na slici 5.11, a koja su precrtana u sliku 9.3.

5DD5D+D5DD5D4 [TTTTT] LLJD—EI—J PO)=10x®x®x ®x' @x"
E)D*I | I_L,)D»I [TTTTTTTTIT] LLJD»Db) PO =10x®x" "
—I_>)D"|:|:|:|:|:|—BD"| HEREE |—L>)D-'|:|:|:|:|—>C) Px)=1@x""®x +x"

P(x)=CRC-32: x 2 +x0 +x@ + x + x 0+ xZ + XM + X0+ P+ X+ 0+ + P+ x+ 1
d)
Slika 9.3 Ponovno nacrtana slika 5.11

Polinomi koji odgovaraju ovim LFSR su:
(@) CRC-12: P(x)=x"+x"+x +x*+x+1;
(b) CRC-16: P(x)=x""+x" +x* + 1;
(¢c) CRC-CCITT: P(x) =x"®+x" +x° + 1.
(d) CRC-32: P(x)=x+x0+x2 +x +x 0+ x2 + X +x+  + X + X+ + % +x + 1

Promatranje napravljeno na pocetku ovoga poglavlja, u vezi sli€nosti izmedu slike 9.1 i slike 9.2, sada
se moze izricito iskazati.

Tvrdnja 9.1 OznaCimo LFSR s R. Neka ¢ oznacava sadrzaj R dobiven nakon posmika vektora v u
njega. Onda je C(x) = M(x) mod R(x). Drugim rijeCima, sadrZaji R, dobiveni nakon posmika v u njega,
oblikuju koeficijente ostatka C(x) dobivene dijeljenjem polinoma V(X), odgovaraju¢im polinomom
R(x). Ne daje se dokaz Tvrdnje 9.1 na formalan nacin. Detaljan prethodan prikaz, jasno potvrduje tezu.

Vazno je napomenuti da Tvrdnja 9.1 zapravo znac¢i: LFSR, povezan u oblik prikazan na slici 9.2 ili na
slici 9.3, predstavlja krug za dijeljenje. Posmikom ulaznoga polinoma (vektora) u LFSR, ulazni
polinom dijeli se polinomom R(x) = 1 + x + x° §to ga oblikuju povratne veze LFSR. IKonaéan sadrz“aﬁ
\LFSR je ostatak operacije dijeljenja C(x)‘ (slika 9.4).

Registri — | II 1III

1 0 J
1 o ~C
CLK D123455_|')D_D QBD'NQ o0
. L ioool10 ]
1
RESET
[EEsErd l l

Slika 9.4: (vidi: Sliku 9.2) Dioba binarnih polinoma: Oxt+1) - (] = X
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Sadrzaji registra
l = Li/'evi X = Sredn/i x2 = Desm'
0 0 0
1 0 0
1 1 0 0 -
0 1 1 112
1 1 1 1] 2
0 0 0o |o]|~
0 0 0 ostatak

Promatrajuéi rad kruga na slici 9.1 precrtanoga i vodoravno zaokrenutoga oko okomite osi, lako se
moze provjeriti da uzastopni sadrZaji desnoga stanja (III) LFSR oblikuju koeficijente kolicnika
operacije dijeljenja. U krugu na slici 9.1 koli¢nik se generira u stanju sasvim lijevo, a u krugovima na
slikama 9.2, 9.3 ili na slici 9.4, koli¢nik se generira u stanju sasvim desno. Medutim, u primjenama
koje su znacajne za kodove zastite od pogresaka (npr. CRC kodiranje), nema prakticne potrebe za
koli¢nikom. Sada ¢emo protumaciti ponaSanje slobodno pokrenutoga LFSR s motriSta polinoma.
Takav LFSR prikazuje slika 3.1, a ponovno je nacrtan na slici 9.5.

II
0
QriP Q
OIU

Slika 9.5 Ponovno nacrtana slika 3.1

RX)=1®x®x’

Tvrdnja 9.2 Neka R predstavlja LFSR u samostalnome radu. Njegov sadrZaj nakon i-toga posmika,
pocevsi poéetnim sadrzajem [1000 ... 0], polinomski je prikaz x' mod R(x).
Primjer Tablica 9.1 popisuje uzastopan sadrzaj registra na slici 9.5 1 njegove odgovarajuce polinome.

Tablica 9.1 Uzastopan sadrzaj registra na slici 9.5 [R(x)=1® x ® X!

Broj posmika # Binaran sadrzaj Jednadzba sklopa
Stanja registara RX)=1®x®x
0 100 1 =x" mod R(x)
1 010 x' =x' mod R(x)
2 001 x” =x" mod R(x)
3 110 1 +x' =x’ mod R(x)
4 011 x' +x° =x" mod R(x)
5 111 1 +x' +x"=x" mod R(x)
6 101 1 +x° =x° mod R(x)
7 100 1 =x" mod R(x)
itd. ... Polinomski prikaz ostatka modulo operacije

Dokaz Tvrdnje 9.2 Za svrhe udZbenika 1 koriste¢i neposredno steCene spoznaje, slutnjom (intuicijom)
priskrbljuju se dvije razli¢ite inacice dokaza.

Inacica 1

Pocetni sadrzaj [100 ... 0] odgovara polinomu x°. Opéenito, polinom x - F(x) dobije se posmikom svih
koeficijenata F(x) za jedno mjesto u desno. Nakon prvih n—1 posmika, kada se dobije 1-element u n-
tome stanju, sadrzaj registra odgovara izrazu x"—1. Nakon dodatnih posmika, §to predstavlja dodatno
mnozenje s x, sadrZaj registra odgovara izrazu x". Ono §to se zapravo dogada je da Ce registar imati 1 u
svim stanjima spojenima na povratnu vezu.

B! Struktura LESR kao djelitelja
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Tvrdnja da ti sadrzaji odgovaraju polinomu x" mod R(x), temelji se na sljedeCemu opaZanju. R(x) je
stupnja n. Uzimajuéi x" mod R(x) rezultira polinomom koji se dobije odbacivanjem izraz x" iz R(x).
[Na primjer, x* mod (1+x+x’) = 1+x]. NaSe povratne veze onda upravo rade tako da se jo§ jednim
posmikom sadrzaja x"—1, dobije sadrzaj x" mod R(x). Ovo objasnjava zaSto uzastopni posmici registra,
generiraju uzastopne potencije x mod R(x).

Ovo ¢emo joS objasniti, koriste¢i primjer. Razmotrimo registar na slici 9.5, Cije povratne veze
odgovaraju polinomu R(x) = 1 + x + x°. Znamo da je x’ mod (1 + x + x°) = 1 + x. Promatrajmo sada
uzastopne sadrzaje registra, navedene u tablici 9.1. Prate¢i sadrzaj 001, 1 sasvim desno se odbaci, a
zamjeni ju 1 + x = x° mod (1 + x + x°). Svaki dodatan posmik u registru, mnoZi sadrzaj s x, dakle,
stvara uzastopne potencije x, gdje se x° uvijek zamjenjuje x° mod R(x). To jest, potencije od x
generiraju se modulo R(x).

Inacica 2

Ova inacica dokaza Tvrdnje 9.2 temelji se na vezi izmedu LFSR u samostalnome radu, oblika
prikazanoga na slici 9.5 1 kruga za dijeljenje, oblika prikazanoga na slici 9.2. Dokaz koji se temelji na
Tvrdnji 9.1, posebno razmatra ova dva LFSR. Njihova opcenitost onda je ocita.

Zbog jednostavnosti, registar na slici 9.5 oznacava se R, dok je onaj na slici 9.2 oznac¢en R1. Najprije
smo utvrdili da je sadrzaj registar R nakon i posmika, zapocevsi stanjem [100], jednak kona¢nome
sadrzaju R1. Taj sadrzaj dobiven nakon posmika vektora v; duljine 7 u njega, sadrzi jedan 1-element na
mjestu #i, raCunajuéi s lijeva. Prvo mjesto na lijevoj strani je #0. Da bi razumjeli zasSto, primijetimo da
je pocetni sadrzaj R1 "sve 0". SadrZaj ¢e ostati "sve 0" tijekom prvih 6—i posmika, nakon ¢ega se u
njega posmice 1. Sadrzaj R1 je onda [100].

Ovaj registar sada ¢e se pokrenuti slobodno poput registra R za dodatnih i posmika, sve dok se ne
unese ostatak v;. Njegov konacan sadrzaj je sadrzaj R nakon i posmika, zapoCevsi poCetnim stanjem
[100].

Primjer Posmik vektora v4 = [0000100] u R;. Za prva 2 posmika, R1 i dalje sadrzava "sve 0". Onda se
ucita 1 1 krug radi posmik jo§ cetiri puta. Konacan sadrzaj R1 je [011], a to je sadrZaj R nakon cetiri
posmika, zapocevsi po€etnim stanjem [100].

Nastavljajuéi dokaz, sada primjenjujemo Tvrdnju 9.1. Polinomski prikaz v; je ¥(x) = x'. Onda imamo

da sadrzaj R nakon i posmika, po&evsi poéetnim stanjem [100], predstavlja polinom x' mod (1+x+x’).
Time je dovrSen dokaz Tvrdnje 9.2.

Imajte na umu sljedece, u poglavlju 3 prikazalo se da slobodno pokrenut LFSR na slici 9.5 stvara retke
matrice H'. Tvrdnja 9.2 onda zna¢i da i-ti redak matrice H' predstavija polinom x' mod R(x), gdje je
R(x) = (14x+x). Tvrdimo da za b kao vektor duljine 7, umnozak b - H' daje polinom B(x) mod R(x).
Ovo se moze prikazati na sljedeci naCin: Za b = [abcdefg],
b - H' = a[x" mod R(x)] + b[x' mod R(x)] + c[x* mod R(x)] + d[x’ mod R(x)] + e[x* mod R(x)] + f[x°
mod R(x)] + g[x® mod R(x)]
Na temelju poznate osnovne jednadzbe, desni dio gornje jednadzbe jednak je:
[a+ bx+cx? +dx® + ex* + fx° + gx°] mod R(x) = B(x) mod R(x).

Cinjenica da umnozak b - H' daje polinom B(x) mod R(x) ne zatuduje, jer znamo da je slika 9.2, s
jedne strane, krug za dijeljenje, a s druge strane, sklop koji mnoZi vektor i matricu (kao $to se
pokazalo u poglavlju 3). Razmatranja povezana matricom H' su, dakle, na neki nagin, ponavljanje
Tvrdnji 9.1 19.2. Ona su ovdje iznijeta za rasvjetljavanje ¢injenice iz drugoga kuta.

9.21. 9.2.1. KRUG ZA DIJELJENJE POLINOMA

Vidjeli smo da ciklicki pomak u polinomskoj kodnoj rije¢i 1 kodiranje polinomske poruke
podrazumijeva diobu jednoga polinoma drugim. Takva operacija lako se ostvaruje krugom za
dijeljenje (posmicni registar s povratnom vezom). Zadana su dva polinoma M(x) i G(x), gdje su

M(x) =vo+vix + vax® + ...+ v”
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G(x)=go+g1x+g2x2+... + g’

tako da uz m > p, krug za dijeljenje na slici 9.6, postupno dijeli polinom M(x) polinomom G(x).

g . . . ) L koli¢nik
Polinom-djeljenik V) D"l:l—» E )->| J

(najprije dolaze koeficijenti Polinom-djelitelj nakon diobe polinoma, registar sadrZi ostatak
viSega reda) V1, Vi, ... dijeljenja

Slika 9.6 Opc¢i oblik kruga za diobu polinoma polinomom.
Tako se odreduju izrazi koli¢nika i ostatka:

Vix) o)+ L (x) 9.1)

G(x) 7 G

Stanja registra najprije se postavljaju tako da se pune nulama. Prvih p posmika unose najznacajnije
koeficijente (viSega reda) od M(x). Nakon p-toga posmika, dobije se koli¢nik na izlazu. Ovo je ¢lan u
koli¢niku najviSega reda. Za svaki koeficijent koli¢nika ¢;, polinom ¢;,G(x) mora se oduzeti od
djeljenika. Povratne veze na slici 9.6 ostvaruju ovo oduzimanje.

9.2.1.1. 9.2.1.1. Primjer 9.1 Krug za dijeljenje
Za podijeliti polinomom M(x) =x" +x° +x° (v=[0001011]) s G(x) = 1 + x + x* (g = [1101]), koristimo
krug za dijeljenje polinoma, oblika kao Sto ga prikazuje slika 9.6.

Razlika izmedu p lijevih ¢lanova preostalih u djelitelju (LFSR) 1 ¢lanova povratnih (veza) g,g(x)
oblikuju se pri svakome posmiku u krugu i pojavljuju se kao sadrzaji registra. Pri svakome posmiku
registra, ¢lan najviSega stupnja (razlika) posmice se za jedno mjesto u desno i izlazi iz registra, a
sljedec¢i koeficijent najvise potencije koji je preostao u vektoru v(x) na ulazu u posmicni registar,
posmice se u registar. Nakon m+1 ukupnih posmika u registar, Ikoliénik se serijski prikazuje na izlazu,|

|a ostatak ostaje u registru|. Nadimo izraze za kolicnik 1 ostatak. Usporedimo provedbu kruga koracima
diobe polinoma obavljenih ru¢no.

Rjesenje
Krug za dijeljenje treba izvesti sljedece operacij e:
3 5
X +x +x° P(x)
XXX Qe
l+x+x 1+ x+x°

Op¢i oblik potrebnoga LFSR, prikazuje slika 9.7.
Povratne veze iskazane polinomom
%’ x! ¥ox

izlaz
- bD_ Rz| R _1_ IZLAZ
LA oo01011 D:, . Tt ol re ol rg 1111000

0001011 E“” T
ulaz  krH=E nd

Slika 9.7: Krug za dijeljenje polinoma (x> + x* + x°)/(1 + x + x°) iz primjera 9.1.

Podsjetimo se redoslijeda ulaska bitova u LFSR za dijeljenje polinoma (prvi ulazi koeficijent najviSega
stupnja u polinomu, a to je bit g na slici 9.8):

u 13 b_lt Rl
u1az1 Pryi_ s ML

e abcdengDﬂbDﬁ-J

Slika 9.8: U LFSR za dijeljenje polinoma prvi ulazi bit najvise potencije

Pretpostavimo da su sadrzaji registra u pocetku nula. Radne korake kruga za dijeljenje prikazuje
sljedeca tablica:
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Ulazni spremnik Broj. Sadrzaji registra Povra_tna Izlaz

posmik veza polinoma

L[ 2]x ]2 ]° p LIRI[XR2[X¥[R3|X

0O |0 [1]0 |11 0 0 0 0 - -
0O |0 |0 |1 |0 [1 1 1 0 0 0 -
0 |0 |0 |11]0 2 1 1 0 0 -
0O |0 |0 [1 3 0 1 1 1 -
0 |0 |O 4 0 1 1 1 1
0 |0 5 1 1 1 1 1
0 6 1 0 1 1 1
- 7 1 0 0 1 1

Nakon (p+1)-toga posmika (p = 6), koeficijenti kolicnika {g,} prikazani su serijski na izlazu, a vidljivo
je da su [1111], odnosno kolicnik polinoma (preostao u LESR) je q(x) = 1 + x + x* + x°. Koeficijenti
koji su preostali kao sadrzaji registra [p;] su 100, odnosno ostatak polinoma je p(x) = x° + x' +x* =
[100]. Krug za izracun v(x)/g(x) moze se prikazati kao:

izlaz nakon posmika #:
4 5 6 7
J \’ \’ J
1

Yo+ 2 o+ o+
S+l x* o+ x + X ‘ : X txtl=x"+x+x+1=[1111]
x° + ¥+ X < povratne veze nakon 4. posmika
© o+ X < registri nakon 4. posmika
X + ¥ 4+ X < povratne veze nakon 5. posmika
O 2+ X < registri nakon 5. posmika
x* + X+ x <——— povratne veze nakon 6. posmika
X + X < registri nakon 6. posmika
X + x + 1 <«——povratne veze nakon 7. posmika

1 «————registri nakon 7. posmika
100 = ostatak diobe polinoma
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20. Laboratorijska vjezba 19: FCS - Niz za provjeru dugoga polinoma X"M(x) s &G(x)
(modulo-2 dioba)

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”

1. KRUG ZA DIJELJENJE POLINOMA

Primjer: Krug za dijeljenje

1.1. Niz za provjeru okvira

1.2. Cikli¢ki kodovi

1.3. Kodovi provjere ciklicke zalihosti

1.3.1. Prikaz binarnih rijeci polinomom

1.3.2. Postupak kodiranja za izra¢un ostatka pri diobi polinoma
Primjer: Dioba proSirenoga informacijskoga polinoma
Primjer: LFSR za stvaranje FCS

Primjer: Poruka [11100110] (8 bitova)

1.3.3. Dekodiranje kao dioba polinoma

1.3.4. Uvod

1.4. Opis algoritma CRC-32

1.4.1. Osnovna ideja algoritma CRC-32

4.2. Aritmetika nad binarnim poljem

.4.3. Polinomi s binarnim koeficijentima ili binarni polinomi
.5. Algoritam diobe

.5.1. Opis rada algoritma diobe

.6. Primjena CRC za diobe dugih polinoma

6.

7.

.8.

N —

N~ ke

—_

—_
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9.3. 9.3. Polinom-generator koda

9.3.1.  9.3.1 PREISPITIVANJE NEKIH OSNOVNIH SVOJSTAVA CIKLICKOGA KODA

Kao $to se definiralo u poglavlju 4, ciklicki kod je bilo koji kod Sto ga generira LFSR. Takoder je
objasnjeno da svaki takav kod zapravo nema cikli¢ka svojstva, u smislu da je ciklicki pomak kodne
rije¢i takoder kodna rije¢, osim ako duljina kodne rije¢i nije jednaka Pu. Od sada pa nadalje
obradujemo samo te kodove. Na temelju Tvrdnje 9.1 imamo sljede¢i glavni zakljucak.

Zakljucak 9.1 Neka je m kodna rijec ciklickoga koda koja se prenosi, m' je primljena inacCica m. Neka
R oznacavaju LFSR-generator koda i neka s oznacava sindrom pogreske dobiven pomicanjem m' u R.

Onda je S(x) = m'(x) mod R(x).

Tvrdnja 9.3 Neka je C ciklicki kod Sto ga stvara registar R, gdje je n duljina kodne rijeci. Onda je
vektor v duljine 7, kodna rije¢ u C onda i samo onda ako je M(x) visekratnik R(x).

Primjer Razmotrimo (7, 4) kod $to ga stvara LFSR na slici 9.2 (slika 9.9).

ulaz —r==ra>—> abcdetyg L)D_)DbD_)D:'_J

1011011
X 'x® 1] + |x |+ M-ir ‘x3
G+ +x +x"+1) ‘ : ‘ (0 +x+1)

Slika 9.9: Krug za dijeljenje polinoma o+ i + x + 1=[1111]+[100] (precrtano iz slike 3.2)

Ovdje je R(x) = (1 + x + x°). Vektor v =[1101101] je kodna rije¢ nasega koda dok je polinom M(x) = 1
+x + x> + x°, koji odgovara v, djeljiv s R(x). S druge strane, vektor w = [1111000] nije kodna rije¢i
naega koda, jer polinom W(x) = 1 + x + x* + x° nije djeljiv s R(x).

Dokaz Tvrdnje 9.3 Znamo iz poglavlja 3 da je v kodna rije¢ u C onda i samo onda ako je sindrom
pogreske, koji se dobije posmikom v u R jednak "sve 0". Iz Zakljucka 9.1 znamo da je sindrom "sve 0"
"matematicki jednak jednadZzbi M(x) mod R(x) = 0. Nula (0) na desnoj strani jednadzbe, je polinom O,
tj., polinom ¢iji su koeficijenti "sve 0"). Ova jednadzba znaci da je pri dijeljenju M(x) s R(x), ostatak
jednak 0. To jest, M(x) je viSekratnik od R(x). Ovo upotpunjuje dokaz Tvrdnje 9.3.

Zbog lakSega snalazenja, od sada ne¢emo razlikovati vektor v 1 polinom M(x). Re€enica poput "F(x) je
kodna rije¢ u C" apsolutno je ispravna (ona zapravo znaci vektor f, kojemu odgovara F(x) je kodna
rije¢ u C).

Zakljucak 9.2 Neka je C (n, k) ciklicki kod Sto ga generira registar R duljine n—k. Kodne rije¢i u C su
svi polinomi stupnja n—1 ili manjega, viSekratnici su od R(x). Stupanj R(x) je duljina koda kojega
generira LFSR. To je ujedno i broj paritetnih bitova. Ako se primljena poruka obraduje kao polinom s
ciljem provjere pripada li skupu ispravnih kodnih rijeci, zapravo se provjerava je li djeljiva s R(x).

Definicija Neka je C ciklicki kod ¢ije su kodne rijeci svi polinomi stupnja n—1 ili manjega, a koje su
djeljive polinomom R(x). R(x) zove se polinom-generator koda.

Nakon uvodenja aritmetike polinoma kao osnovnoga alata za rukovanje cikli¢kim kodovima,
pregledajmo Tvrdnju 4.1 pa ponovno vrijedi sljedece.

Tvrdnja 4.1 Neka je C (n, k) kod ¢ija je matrica pariteta P 1 neka G oznacCava generator-matricu od C.
Retci P, stvaraju se uzastopnim posmikom u LFSR duljine ¢, zapocevsi pocCetnim stanjem [1000 ... 0].

1.  Bilo koja kodna rije¢ u C sastoji se od zbroja pojedinih linearnih posmika prvoga retka od G u
desno, gdje posmici nisu veci od k—1 mjesta.

2. Svaki vektor duljine 7 koji se sastoji od zbroja nekih linearnih posmika u desno prvoga retka od
G, gdje posmici nisu veéi od k—1 mjesta, mora pripadati skupu kodnih rije¢i u C.
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Kao sto se ve¢ objasnilo, g = n—k. Prvih ¢ bitova u prvome retku od G oznacuju povratne veze LFSR-
generatora, (¢g+1)-vi bit je 1, a ostali bitovi su 0. Na temelju iskustva koje smo stekli u ovome
poglavlju, jasno je da su prvih g+1 bitova u prvome retku G, koeficijenti polinom- generatora R(x)
koda, ¢iji je stupanj n—k, gdje linearan posmik za i mjesta u desno ovoga retka, daje polinom x' - R(x).
Tvrdnja 4.1 znaci da je M(x) kodna rije¢ u C onda i samo onda ako M(x) ima oblik AO-R(x) +

Al-x-R(x) + A2-X*R(x) + ... + A(K=1)-x""R(x).

Tvrdnja 4.1 znad&i da je M(x) kodna rije¢ u C onda i samo onda ako je M(x) = R(x)-(A0 + Al-x + A2-x*
+ ...+ A(K—l)-xkfl). Imajte na umu da je sada ovaj zadnji izraz op¢i oblik bilo kojega polinoma
stupnja n—1 ili manjega, a koji je viSekratnik od R(x). Stupanj je n—1 ili manji dok je R(x) stupnja n—«.
Mnozenje polinomom stupnja k-1 ili manjim, daje polinom stupnja n—1 ili manji. Onda imamo da je
Tvrdnja 4.1 jednaka zakljucku 9.2.

9.3.2.  9.3.2. PREISPITIVANJE OPCEGA POSTUPKA DEKODIRANJA CIKLICKOGA KODA, A
POSEBNO HAMMINGOVA KODA ZA ISPRAVAK JEDNOSTRUKIH POGRESAKA

Razmotrimo sada polinom s motriSta aritmetike, pri postupku dekodiranja ciklickoga koda. Svojstvo
primljene kodne rije¢i M(x) takvoga koda je djeljivost odredenim polinom-generatorom R(x).
Prijemom poruke 7'(x), postupak dekodiranja u prijemniku pocinje provjerom je li V'(x) jos uvijek
djeljiv s R(x). To se radi posmikom F'(x) u krug za dijeljenje. Ova operacija daje polinom sindroma
pogreske S(x) = V'(x) mod R(x).

Koeficijenti S(x) su, dakle, "sve 0" onda i samo onda ako je V'(x) djeljiv s R(x). Na taj nacin, utvrdili
smo da je V'(x) vazeca kodna rije¢. Ako S(x) ima najmanje jedan koeficijent razli¢it od nule, otkriva se
da je V'(x) poruka s pogreskom. Pogledajmo sada neke detalje postupka za ispravak jednostrukih
pogresaka Hammingova koda. Ako se primljena poruka /'(x) razlikuje od poslane poruka M(x) samo i
jedino u koeficijentu #j, onda je M'(x) = M(x)+x’. Sada imamo da je: S(x) = M'(x) mod R(x) = (M(x) +
x') mod R(x) = M(x) mod R(x) + ¥ mod R(x). Kako je M(x) mod R(x) = 0, imamo da je:

S(x) = mod R(x). 9.2)
Da bi pronasli mjesto pogreske j, krug oblika Sto ga prikazuju slike 3.25 1 3.26b, generira uzastopne
potencije x mod R(x), po&evsi s ¥, dok se ne otkrije vrijednost x°. Kako je x° = 7 slijedi da je broj
posmika jednak 2"-1-j, tj. mogucée je odrediti vrijednosti ;.
9.3.3. 9.3.3. PREISPITIVANJE POSTUPKA KODIRANJA

Postupak kodiranja ciklickih kodova opisao se u poglavlju 4. Ovdje dajemo izravniji pristup
koriStenjem aritmetike polinoma. Ako je R(x) polinom-generator koda, postupak kodiranja pretvorit ¢e
informacijski polinom /(x) stupnja k-1 ili manjega (5to odgovara informacijskome vektoru i duljine k),
u kodnu rije¢ M(x) djeljivu s R(x). Oc¢it nacin dobivanja takvoga M(x) jednostavan je mnozenjem /(x) s
R(x).

Ovo ne bi vodilo sustavnome kodu (u kojemu bi se k—1 uzastopnih koeficijenata M(x) trebalo sastojati
od koeficijenta /(x)). Postupak kodiranja, Sto se prikazao na slici 3.14 1 ponovo nacrtao na slici 9.10,
generira M(x) sustavan kod.

5 -
D_)D:I_,)D_J ulazi pryi JzZ-———--- Ao
abcd _>|_> abcdefg _L))D—’@i_’)D_)-_J

Slika 9.10: Ponovno nacrtana slika 3.3 (koder)

Sada ispitujemo ovaj postupak u smislu rukovanja polinomima. Pogledajmo najprije vezu izmedu rada
krugova na slikama 9.2 1 9.9. Tvrdimo da je sadrzaj R1 na slici 9.2, dobiven posmikom vektora
[000abcd] u njega, jednak sadrzaju LFSR na slici 9.9 dobiven posmikom [000abcd] u njega.

Ovo se moze potvrditi izravnom provjerom, pokazujuéi da su konacni sadrzaji u oba slucaja [a+c+d,
a+b+c, b+c+d]. Logika koja stoji iza ove jednadzbe slijedi iz promatranja, da u prvome slucaju, prva
tri posmika guraju d u desno stanje. Rad ovoga kruga za sljedec¢a cCetiri posmika, sada je jednak radu
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drugoga kruga, pocevsi od prvoga posmika, buduéi da drugi krug zapocinje radom u koraku gdje se d
ve¢ uklonio iz desnoga stanja LFSR. Dalje ¢emo analizirati rad kodera na slici 9.10 u smislu posmika
vektora [000abcd] u krug dijeljenja na slici 9.2. Informacijski vektor predstavlja polinom /(x) =
at+bx+ex+dx’.

Vektor j = [000abcd] predstavlja polinom J(x) = ax® + bx* + ex° + dx°. Sadrzaj R1 nakon §to se J(x)
unese u njega je P(x) = J(x) mod (1 + x + x°). Polinom J(x) + P(x) je, dakle, djeljiv s x> + x + 1. Ako se
od vrijednosti 4 oduzme vrijednosti 4 mod B, rezultat je djeljiv s B. Ovdje ¢emo zbrajati, jer su XOR
operacije zbrajanja 1 operacije oduzimanja jednake. Kako je stupanj P(x), jednak 2 ili manji,
zbrajanjem P(x) i J(x) jednako je zamjeni triju 0 na repu j sadrzaja R1. Vratimo li se na koder slike
9.10, ve¢ smo pokazali da pridruzivanje sadrzaja abcd LFSR (nakon S§to se abcd pomakne u njega),
generira polinom koji je djeljiv s (1 + x + x°) te da su u njemu Getiri uzastopna koeficijenta abcd, koja
su potrebna kako bi kod bio sustavan.

9.4. 9.4. Ciklicka svojstva polinoma

9.41. 9.4.1. PERIODICNOST LFSR KOJA SE ODRAZAVA U NJEGOVOMU PRIPADAJUCEM
POLINOMU

Neka LFSR zapoc¢ne posmik pocetnim sadrzajima x. Njegovu periodi¢nost u odnosu na pocetni sadrZaj
[1000 ... 0] oznac¢imo Pu. [LFSR maksimalne periodi¢nosti ima svojstvo da ako se pokrene bilo kojom|

ne-nultom pocetnom vrijedno$¢u, prolazi kroz sva moguca 2"—1 ne-nulta stanja prije povratka na

ofetnu vrijednost.| Imajte na umu da je kod Sto ga generira LFSR maksimalne periodi¢nosti,
Hammingov kod.

Neka je R(x) polinom stupnja n $to odgovara registru R. U smislu razmatranja polinoma, moZemo
kazati da registar generira polinome stupnja n—1 ili manjega, a to su uzastopne potencije x mod R(x).
Polinomi izmedu x” mod R(x) i x*"' mod R(x) imaju razlicite oblike, gdje je x"™ mod R(x) = x” mod

R(x). Operacije u eksponentu, dakle izvode modulo Pu.
Tvrdnja 9.4 (1 + x™) djeljiv je s R(x) bez ostatka.

Dokaz (1 + x™) mod R(x) = [1 mod R(x)] + [x"* mod R(x)]. Ali prema definiciji, x* mod R(x) = 1.
Stoga (1 + x™) mod R(x) = 1 + 1 = 0. Dobivanje ostatka 0 nakon dijeljenja (1 + x™) s R(x) znaci da je
(1 +x™) djeljiv s R(x). Q.E.D.

9.42. 9.4.2.ZASTO SE KOD ZOVE CIKLICKI? - SLUZBENI POSTUPAK

Tvrdnja 4.1 iskazuje da bilo koji kod kojega generira LFSR, a ¢ije su kodne rijeci duljine Pu, ima
cikli¢ko svojstvo. To jest, ciklicki pomak kodne rijeci takoder je kodna rije¢. Kao $to se prije navelo,
uobicajen naziv je "ciklicki kod" za bilo koji kod stvoren LFSR-generatorom, iako svi ovi kodovi
nuzno nemaju ciklicko svojstvo. Sada dokazujemo ovu tvrdnju koriste¢i novo-uveden matematicki
alat.

Korak 1: Izra¢un F(x) mod (1 + x").

Razmotrimo $to se dogada kada ra¢unamo vrijednost F(x) mod (1 + x"), gdje je F(x) polinom stupnja
vecega od n. Na primjer, izradunajmo (x’ + x* + x> + x + 1) mod (x’ + 1). Ovdje trenutno pisemo
polinome u obliku u kojemu je najvisi eksponent na lijevoj strani polinoma. To je ucinjeno kako bi bili
u skladu operacijom dijeljenja koja slijedi:

1 01 1 11 1001 = 1 1
1 00 1 ® )
01 01 1 XA
1 00 1]®
01 0 ostatak = x!

Kao §to se ve¢ uéinilo u odjeljku 9.1, dijeljenje s x*+1 zna&i "klizanje" djelitelja [1001] duz djeljenika
[101111], s lijeva u desno. Svaki puta, ako se 1 na lijevoj strani djelitelja podudara s 1 u djeljeniku,
obje znamenke se poniStavaju, a 1 se dodaje djeljeniku tri mjesta u desno od ponistenih 1. Imajte na
umu da u konkretnome sluc¢aju, gdje je djelitelj jednak 1001, gornja operacija podudarna je "klizanju"
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djeljenika [101111] u dvije polovice, naime, [101] i [111], te ih se zbraja. To jest, [101]D[111] =
[010].

Jednostavno se moze provjeriti da se takva operacija "klizanja" odnosi na sve sluc¢ajeve gdje su ne-
nulti koeficijenti djelitelja, jedinice s najvisSim i najnizim eksponentom. Kada visok eksponent skenira
jedan odsjecak, nizak eksponent skenira odgovarajuce bitove u desnome odsjecku.

Vracajudi se sada na dogovor da se najvisi eksponent piSe desno, izraéun F(x) mod (1 + x") moze se
obiljeziti kako slijedi. "Odsjecak" binarnoga vektora predstavlja F(x) u dijelovima koji su dugacki n
bitova, pocevsi s lijeve strane. Ako duljina vektora nije viSekratnik broja n, pridruzuje se nekoliko 0
desno od vektora. Zatim se ti dijelovi smjeste jedan ispod drugoga i zbroje se. Rezultat je F(x) mod
(1+x").

Ovaj argument objasSnjava primjer. Vektor [1011010111] mod [10001] racuna se kako slijedi:
Dijeljenik se rastavi u dijelove od po 4 bita. Djelitelj je 1 + x*. Dobijemo [1011], [0101], [1100]. Dvije

0 pridruze se desno od djeljenika za napraviti desni odsjecak da je dugacak 4 bita pa se ta tri dijela
zbroje:

1011
0101
1100 | &

0010

Ostatak je x*(uz prethodan dogovor da se najvisi eksponent pise desno pa potencije rastu s lijeva u
desno).

Korak 2: Polinomski prikaz dvaju razli¢itih ciklickih pomaka vektora.

Razmotrimo sada vezu izmedu polinoma F(x) koji odgovara binarnome vektoru f duljine 7 i polinoma
F'(x) koji odgovara vektoru f' koji se dobije ciklickim pomakom f za i mjesta u desno. Stupanj bilo
kojega polinoma nije naveden. On ne moze biti ve¢i od n—1, ali moze biti manji, jer desno mogu
postojati krajnje 0 ili u f ili u f'. Povezanost dvaju polinoma pronalazi se na sljedec¢i na¢in. Pomnozi se
F(x) s x"

To ¢e premjestiti sve koeficijente F(x) u desno (ne ciklicki) za i mjesta. Onda je [x"F(x)] mod (1+x")
polinom F'(x) budu¢i da ¢e, na temelju onoga Sto smo prije iskazali, operacija modulo dodati i
koeficijenata desno od x'F(x) do i 0 koje su lijevo, §to je jednako ciklickome pomaku.

Korak 3: Zakljucak.

Neka su kodne rijeéi koda C duljine Pu. Sada smo pokazali da ako je b kodna rije¢ u C, onda je b’,
koja se dobije iz b pomocu i posmika u desno, takoder kodna rije¢ u C. Neka je R(x) polinom-
generator od C. Onda je b(x) mod R(x) = 0. Polinom podudaran b’ je b'(x) = [x'b(x)] mod (1+x"™),
bududi da je Pu duljineibibd'.

Kako bi pokazali da je b’ kodna rije¢, moramo pokazati da je [x'b(x)] mod (1+xP“) djeljiv s R(x). To ¢e
se upravo napraviti. Imajte na umu da ako je b(x) djeljiv s R(x), onda je to i x'b(x). Iz Tvrdnje 9.4,
polinom (1+x™) takoder je djeljiv s R(x). Iz toga slijedi da je [x'b(x)] mod (1+x™) takoder djeljiv s
R(x). Probajte broj¢ani primjer: 700 je djeljiv sa 7, 21 je djeljiv sa 7. Onda slijedi da je isto tako, 700
mod 21 djeljiv sa 7. To dovrSava nov dokaz Tvrdnje 4.1.

9.5. 9.5. Jo$ svojstava ciklickih kodova na temelju rukovanja polinomom

9.51. 9.5.1. KOD ClJI SE DEKODER SINDROMA SASTOJI OD PARALELNOGA SPOJA NEKOLIKO
LFSR

Vratimo se sada pitanju koje se postavilo i na koje se odgovorilo u poglavlju 4.4. Dekoder na slici 4.4 i
ponovo nacrtan na slici 9.11, stvara dva neovisna sindroma izvan primljene poruke.

zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sijecnja 2018. 231



ulaz

—— =, _—— = ——

Slika 9.11: Precrtana slika 4.4

Problem koji smo imali, bilo je pronaéi jedan LFSR koji generira isti kod. U nastavku ¢emo pokazati
kako se taj problem rjeSava aritmetikom polinoma. Povratne veze dvaju sindrom-generatora na slici
9.11 odgovaraju polinomima (1+x+x) i (1+x+xh).

Budu¢i da kodna rije¢ v nasega koda treba dati 0 za oba sindroma, trazimo da je M(x) djeljivis (1 +x
+x) 1 (1 +x + x*). Jedan nacin za postizanje toga cilja je zahtijevati da polinom-generator R(x) koda
bude umnozak dvaju polinoma. To jest, R(x) = (1 + x + )-Q+x+x) =0+ +x +x +x).
(K)ako je M(x) visekratnik R(x), za svaku kontrolnu rijec v, gornji oblik R(x) jam¢i da je M(x) djeljiv s
(1+x+x)1(1+x+xY.

Polinom R(x) upravo je polinom-generator sto odgovara LFSR prikazanome na slici 4.3. Navodimo
postupak prikazan u poglavlju 4.4 za odredivanje LFSR koji djeluje kao dva paralelno povezana
LFSR. Povratne veze LFSR nalaze se mnoZenjem vektora v i matrice M, gdje ¢lanovi polinoma
sadrzani u vektoru v, predstavljaju povratne veze jednoga registra, a retci od M’, koji se sastoje od
linearnih posmika vektora, predstavljaju povratne veze drugoga registra. Taj postupak jednak je
umnosku dvaju polinoma, a oni odgovaraju dvjema pojedinacnim LFSR. Naveden postupak opisuje
operaciju konvolucije, koja prema definiciji znac¢i mnoZenje dvaju polinoma.

U nastavku se osvréemo na specific¢an sluc¢aj dekodera na slici 5.5 (slika 9.12).

15 bitova

ulaz
R1 €

-
- AT

Slika 9.12: Dva paralelno spojena dekodera sindroma

R2

A

Dekoder se sastoji od dvaju pojedinatnih dekodera sindroma spojenih paralelno, a odgovarajuci
polinomi su (1 + x°) i (1 + x°). Dva moguéa LFSR prikazana su u poglavlju 5.9, od kojih svaki djeluje
kao mogu¢ LFSR-generator koda. Registar na slici 9.13 odgovara polinom-generatoru
(1 +x° +x° + x*) koji je jednak umnosku dvaju pojedinaénih polinoma, a dobiven je primjenom prije

navedenoga postupka.
LD ?DJ

ulaz informacijskoga vektora

Slika 9.13: R(x) = (1 + x> + x° + x%)

Registar na slici 9.14 odgovara polinomu (1 + x + x> + x° + x° + x’). Prije se nije objasnilo kako smo
dobili ovaj rezultat. To sada radimo.
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ulaz informacijskoga vektora

Slika 9.14: R(x) = (1 + x + x> + x> +x° + x)

Jedini uvjet kojega polinom-generator R(x) naega koda treba zadovoljiti je, djeljivost i s (1 +x°) i s
(1 +x°). Jedan od nacina da se to ostvari, je zadovoljenje uvjeta R(x) = (1 +x°)-(1 + x°). Medutim, ovo
je samo dovoljan uvjet koji omoguéuje djeljivost R(x) s (1 + x°) i (1 + x°). Zapravo dovoljno je da je
R(x)=LCM"? [(1 +x°), (1 +x7)], gdje LCM oznaava najmanji zajednicki visekratnik.

Y-0s...LCM= 400 Obojan popis oznaka:

% Legenda:  — prvi broj u umnosku

—0 Y
80 — npr.— oznagava 8 x 9 =72
70 2 . .

—3 ali i oznaCava 8 x 3 =24
60 —17
50 _g alii — oznacava 8 x 2 = 8 (ne 16)
40 _g alii— oznacava8x1=8
30 —_ - =
20 _— ?0 ili — oznaCava 9 x 5 =45
10 ili — oznacdava 10 x 9 =90

0 # _ . . v
012345678910 < X-0s ... drugi broj u umnosku

Slika 9.15: Najmanyji zajednicki visekratnik za brojeve od 0 do 10

Smanjenje stupnja R(x) prakticki je vrlo vazZno, jer taj stupanj odreduje broj paritetnih bitova.
Smanjenjem toga broja povecava se u¢inkovitost sheme. Imajte na umu da (1 + x°) i (1 + x°) imaju
(x + 1), kao zajednicki faktor. Polinom (1 + )1+ x+1)=0+x+x +x +x°+x), dalje je
dieljivs (1 +x")is (1 + x’) pa je prikladan kao polinom-generator koda. Ovo jednostavno promatranje
omogucuje ustedjeti jedan paritetan bit i umjesto njega dodati jedan informacijski bit.

Nadalje, na$ kod koristi kodne rijeci duljine 15 zbog razloga detaljno navedenih u 5. poglavlju. To je
vrijednost Pu za polinom (1 + x°)-(1 + x’)/(x + 1), objanjavajuéi zasto je kod, §to ga generira ovaj
polinom, cikli¢ki. Vrijednost Pu za polinom (1 + x°)-(1 + x) je 27. Navedena pravila vrijede i op¢enito
za bilo koji kod za ispravak ¢ praskovitih pogresaka, vrste opisane u poglavlju 5.8 i poglavlju 5.9, ¢ije
su kodne rije¢i djeljive s (1 +x*") i (1 +x%).

9.5.2. 9.5.2. ZNACAJKE CIKLICKOGA KODA KAO STO SE VIDI I1Z PARITETA BROJA NE NULTIH
KOEFICIJENATA U NJIHOVIM POLINOM-GENERATORIMA

U poglavlju 5.9 dokazala se sljedeca tvrdnja: Ako LFSR R1 s neparnim brojem stanja generira C kod,
onda sve kodne rijeci iz C imaju jednak broj jedinica. Ova tvrdnja dovela je do Zakljucka 5.4 koji
naznacuje da je uvijek moguce otkriti postojanje neparnoga broja pogreSaka u kodnoj rijec¢i koda C.

LFSR s neparnim brojem stanja koja se pune povratnom vezom, odgovara polinomu koji ima paran
broj koeficijenata razlic¢itih od nule. To je zato, jer stanja Sto ih puni povratna veza, odgovaraju
koeficijentima polinoma, osim koeficijenta najviSega stupnja, a on je uvijek razli¢it od nule. Ovaj
zadnji koeficijent predstavlja izlaznu vezu krajnjega desnoga stanja. Promatranjem bilo kojega LFSR 1
njemu odgovaraju¢ega polinoma obradenoga u ovome poglavlju, to je sasvim razumljivo. Za
udzbenicke svrhe, promatranjem polinoma dokazat ¢e se sljede¢a Tvrdnja 9.5, (iako rasprava koja
prethodi Zakljucku 5.4, a koji navodi isti rezultat, laksa je 1 ocitija).

Tvrdnja 9.5 Kodne rijeci, Sto ih generira polinom R(x), a imaju jednak broj koeficijenata razli¢itih od
nule, imaju 1 jednak broj 1-elemenata.

B2 LCM ... U aritmetici i teoriji brojeva, LCM (least common multiple), takoder se naziva i (lowest common multiple) ili
(smallest common multiple) dvaju brojeva a i b. Oznacava se LCM(a, b), a predstavlja najmanji pozitivan cio broj §to je
istovremeno djeljiv i s a i s b (najmanji zajednicki visekratnik). (vidi: GCD)
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\Dokaz Jedna od osnovnih tvrdnji u algebri kaze da ako je korijen polinoma jednak R(x), onda je R(x)
djeljiv polinomom (x—A4). U nasemu slucaju, 4 moze imati samo vrijednost 0 ili 1, a buduc¢i da radimo
XOR operacijom, "—" se zamjenjuje operacijom "+" |

Uzmimo sada polinom R(x), koji ima jednak broj koeficijenata razli¢itih od nule. Na primjer, R(x) =
1 +x° +x° +x°. Zamjenom vrijednosti 1 za x, dobijemo R(1)=1+ 1+ 1+ 1 =0. To jest, | je korijen
od R(x) pa slijedi da je R(x) djeljiv s (x + 1). Isto vrijedi i za bilo koji R(x) koji ima paran broj
koeficijenata razlicitih od nule. Obrnut argument takoder je istinit. Naime, ako je polinom djeljiv s (x +
1), onda on ima paran broj koeficijenata razlicitih od nule. Dokaz slijedi iste crte kao prije.

Nastavljamo dokaz Tvrdnje 9.5, shvacaju¢i da, ako je R(x) polinom-generator koda, onda je svaka
kodna rije¢ M(x) djeljiva s R(x). Ako R(x) ima paran broj koeficijenata razli¢itih od nule, onda je on
djeljiv s (x + 1). Kodna rije¢ M(x) je, dakle, takoder djeljiva s (x + 1), jer ima isti broj koeficijenata
razlicitih od nule, §to zaokruzuju dokaz Tvrdnje 9.5. Pozeljno je dokazati i Cinjenicu da ako je polinom
M(x) djeljiv s (x + 1), onda M(x) ima paran broj koeficijenata razli¢itih od nule. S tocke motrista
sklopovlja, LFSR S§to ga prikazuje slika 9.16 odgovara polinomu (x + 1).

D

Slika 9.16: LFSR podudaran polinomu (x + 1)

Cinjenica da je M(x) djeljiv s (x + 1), zna&i da ako M(x) napravi posmik u LFSR prikazan na slici 9.16,
konacan sadrzaj registra bit ¢e 0. S druge strane, jasno je da ovaj registar ne radi niSta drugo ve¢ zbraja
sve bitove koji ulaze u njega. Drugim rijeCima, ¢injenica da je M(x) djeljiv s (x + 1), znaci da je zbroj
njegovih koeficijenata jednak 0. To jest, M(x) ima paran broj koeficijenata razlicitih od nule.

Sada obradujemo slucaj gdje polinom-generator koda ima neparan broj koeficijenata razli¢itih od nule.
Ovaj slu¢aj manje je vazan od onoga prije, ali je vrlo zanimljiv.

Tvrdnja 9.6 Ciklicki kod ¢iji polinom-generator R(x) ima neparan broj koeficijenata razlicitih od nule,
ima svojstvo da je komplement kodne rijec, takoder kodna rijec.

Pojasnjenje primjedbe Buduc¢i da smo vrlo Cesto nazivali "cikliCkim kodom" bilo koji kod Sto ga
generira polinom R(x), trebalo bi navesti da izraz "ciklicki kod" ovdje znaci da je kod cikli¢ki u
punome smislu te rijeci. To jest, ciklicki pomak kodne rijeci, takoder je kodna rije¢. U pogledu
Tvrdnje 9.4, to znaéi da je (1 +x") djeljiv s R(x), (gdje je n duljina kodne rijeci), a to je svojstvo §to Ce
se koristiti u dokazu.

Dokaz Neka i oznacava vektor "sve 1" ¢ija je duljina n jednaka onoj duzini kodne rije¢i nasega koda.
Neka v oznacava komplement kodne rije¢i v. Onda imamo da je v= v + i. Zato §to je na$ kod
linearan, mozemo dokazati da je Vv kodna rije¢, pokazujuci da je i kodna rije¢. Ovo se dokazuje na
sljede¢i nac¢in. Osnovna jedinstvenost koja se dokazala jednostavnom provjerom, je: (I + x") =
(1 + x)-I(x), gdje je I(x) polinom koji odgovara vektoru i. To jest, to je polinom stupnja n—1 koji ima ne
nulte koeficijente za sve x', i =0, 1, ..., n—1. Na primjer, za n = 4, I(x) = (1 + x + x> + x°). Buduéi da je
(1 + x") djeljiv s R(x), gdje je n duljina kodne rije¢i (vidi prethodno razjasnjenje), slijedi da je
(1 +x)-I(x) djeljiv s R(x). Kako (1 + x) nije faktor od R(x), jer ima neparan broj koeficijenata, slijedi da
je I(x) djeljiv s R(x), tj., I(x) je kodna rijec. Time se dovrSio dokaz Tvrdnje 9.6.

Pogledajmo kako se svojstvo da je vektor i "sve 1", kodna rijec koda, ogleda u smislu paritetne matrice
koda H”. Ako je i kodna rije¢, onda je i - H' = 0. MnoZenjem H' s i, ovdje zapravo zna¢i zbroj svih
redaka od H'. Buduéi da ova operacija daje vektor 0, ona znadi da svaki stupac matrice H' ima paran

broj 1. Mozemo zakljuciti da ako polinom-generator ciklickoga koda ima neparan broj koeficijenata
razlicitih od nule, onda svaki stupac matrice pariteta koda ima paran broj 1-elemenata.

9.5.3. 9.5.3. OTKRIVANJE PRASKOVITIH POGRESAKA

U poglavlju 5.10 1 u poglavlju 5.11, razmatrali smo i1 dokazali sljede¢e: Neka je C Hammingov kod
kojega stvara registar R duljine #n. Ovaj LFSR onda ima maksimalnu periodi¢nost u smislu da ako mu
se unese bilo koja ne-nulta pocetna vrijednost, on se posmice prolazeci kroz sva moguéa 2"-1 stanja

razli¢ita od nule, prije povratka na poCetnu vrijednost. Neka je v kodna rijec u C i neka Vf oznacava
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vektor dobiven uvodenjem u v praskovite pogreske duljine 7 ¢iji je uzorak B, gdje prasak zapocinje od
mjesta j raCunajuci s lijeva (prvo mjesto je 0#).

Ako je praskovit uzorak B nekako poznat, onda se primjenjuje sljede¢i postupak za odredivanje j izvan
Vf . Nakon unosa Vf u R, posmik se koristi sve dok god R sadrzi uzorak praska. Ako se dodatno ucini

k posmika, onda je j = 2"-1-k. Takoder smo naveli da ovo opazanje vrijedi za ispravak jednostruke
pogreske Hammingova koda, a "praskovit" uzorak ima oblik [1000 ... 0]. Sve ovo prethodno
navedeno, sada tuma&imo terminologijom'*® polinoma.

l.  Izrazavanje Vf u obliku polinoma: B(x) je polinom koji predstavlja prasak B. Mnozenjem B(x) s
x' pomice uzorak praska na j-to mjesto duz v, a zbroj M(x) + x’ - B(x) umeée pogreske u v. Onda
imamo Vf (x) = M(x) + X - B(x).

2. Uvodenje Vf u R: SadrZaj R, nakon ucitavanja vf u njega, je vf (x) mod R(x).

3. Otkrivanje j, na temelju k: Posmik u R, nakon §to on ve¢ sadrzi Vf (x) mod R(x), znaci uzastopna
mnozenja x. Sadrzaj registra nakon k posmika, pocevsi od sadrzaja Vf (x) mod R(x), je onda [x" -
Vf (x)] mod R(x). Tvrdnja o odredivanju j, na temelju poznavanja k, znaci sljedece:

Tvrdnja 9.7 Ako postoji k takav da je [x" - vf (x)] mod R(x) = B(x), onda je j = 2"-1-k.

Ova Tvrdnja ve¢ se dokazala u 5. poglavlju. Sada ¢e se opet vrlo jednostavno dokazati, pomocu
aritmetike polinoma.

Dokaz Uogimo da je: [ v} (x)] mod R(x) = [M(x) + v¥ (x)] mod R(x)
Iz toga slijedi da je:
[x* v¥(x)] mod R(x) = [x* - M(x) + ¥ - B(x)] mod R(x) =
= [x* - M(x)] mod R(x) + [¥'** - B(x)] mod R(x).
Ocito je [x* - M(x)] mod R(x) = 0, jer je v kodna rije¢. Onda imamo da je:
¥ v% ()] mod R(x) = [¥'** - B(x)] mod R(x).

Da bi se dokazala Tvrdnja 9.7, moramo pokazati da ako postoji k takav da je [ B(x)] mod R(x) =
B(x), onda je j = 2"-1-k. Ova zadnja tvrdnja o¢ito je istinita, zbog maksimalne periodi¢nosti R. Ako R
nema maksimalnu periodi¢nost, moZemo pronacéi vrijednost m < 2"-1, takvu da je j+k = m i jo§ uvijek
vrijedi [/ . B(x)] mod R(x) = B(x). Time je dovrSen dokaz Tvrdnje 9.7.

Treba objasniti da gornji dokaz uopce ne koristiti ¢injenicu kako R ima najvecu periodi¢nost. Tvrdnja
9.7 i njezin dokaz, mogu se ponoviti rije¢ po rije¢ za bilo koji opcenit slu¢aj u kojem se vrijednost 2"—1
zamjenjuje s Pu. Uocite, medutim, da Tvrdnja 9.7 pocinje rije¢ima "Ako postoji £ ...". Nema jamstva
da za bilo koji B(x) stupnja n—1 ili manjega, postoji k& takav da je [x" - B(x)] mod R(x) = B(x)], osim za
Pu=2"-1. To je zbog toga §to, samo R maksimalne periodi¢nosti prolazi kroz sva moguca stanja B(x).

3 terminologija ... (lat. terminus) granica, meda, (lat. logos) rije¢, govor; umjetan govor, skup umjetno stvorenih

(struénih) izraza (termina) nekoga znanstvenoga podrucja
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21, Laboratorijska vjezba 20: Konvolucija (mnozenje dvaju polinoma) i 2 pojedinacna
LFSR

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”
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9.6. 9.6. Jasno izraZzeno postupanje RS kodom

Uvodna napomena RS kod za ispravak jednoga znaka definirao se u poglavlju 5 kao kod ¢ije kodne
rije¢i su blokovi od 2"-1 znakova, gdje je svaki znak duljine n. Broj informacijskih znakova je 2"-3.
Dva paritetna znaka omogucuju ispravak pogreske jednoga znaka koja nastane u prijenosu. MotriSta
aritmetike polinoma za ovaj kod, dana su u ovome poglavlju. Vaznost ovdje uvedenih matematickih
alata nije dostatna za posebne primjene RS kodova, kao temelj za koriStenje Sirokoga raspona kodova.

9.6.1. 9.6.1. KONACNO POLJE GF(Q)

Polje je skup elemenata koje odreduju dvije operacije nad tim elementima obiljeZzene kao (+) 1 (-).
Skup je zatvoren u smislu da, ako se izvodi bilo koja od ovih operacija izmedu dvaju elementa u
skupu, rezultat je takoder sadrzan u skupu elemenata. Medu elementima skupa trebala bi postojati dva
elementa, oznacena 0 i1 1, koja imaju svojstvo da za svaki element x, u skupu postoje dva elementa
oznadena (—x) i x ', gdje je x+(—x) =0, a x - x ' = 1. Ove operacije nisu nuZno one koje poznajemo iz
pucke skole.

Konacno polje je polje s kona¢nim brojem elemenata. Elementi konacnih polja GF(q) sastoje se od
brojeva 0, 1, ..., g—1 za prost gq. Operacije (+) 1 () obi¢no su operacije zbrajanja i mnozenja, a izvode
se kao modulo g.

Primjer Elementi GF(5) su brojevi (0, 1, 2, 3, 4), gdje je 1+2 =3, 3+4 =2, 2.4 = 3. Element (-1) je
element 4 dok je 1+4 = 0. Element 2 ' jednak je 3 dok je 2:3 = 1.

Svaki GF(q) ima primitivan element takav da je svaki element polja osim elementa 0, izrazen nekom
potencijom o mod ¢q. Takoder, o’ =1. To jest, operacija u eksponentu a, izvodi modulo g—1. Ovo
posljednje svojstvo vrijedi za svaki element polja. Bez prevelikoga ulaska u teoriju brojeva, mozemo
istaknuti da postojanje o slijedi iz svojstva prostoga broja g. Napomenimo s druge strane, da
postojanjem reciproéne vrijednosti za mnozenje x ' bilo kojega elemenata x iz GF(g), a koji je dio
definicije polja, osigurano je postojanjem o.. To je zato S$to postoji k takav da je o = x. Onda imamo da
jex ' =a*=0f"" Naravno, sve operacije u¢injene su po modulu g.

Zanimljivo je polje GF(2) (2 je prost broj). Ovo polje ima samo dva elementa 0 1 1. Po definiciji, zbroj
se radi operacijom modulo-2. To jest, 0+ 0=0,0+1=1,1+0=1, 1+ 1 =0. Napomena: Ova vrsta
zbrajanja upravo je XOR operacija.

9.6.2. 9.6.2. POLJE GF(Q)

Definicija GF(2") kona¢no je polje ¢iji su elementi skup binarnih koeficijenata od 2" polinoma stupnja
n—1 ili manjega. Dva elementa GF(2") polja zbrajaju se na sli¢an na¢in kao $to se zbrajaju kodne rijeci
cikli¢koga koda (one su takoder polinomi). Kao i broj ¢, u slu¢aju GF(q), moramo za polje GF(2")
definirati izraz, modulo, kojime se u polju obavljaju operacije mnoZenja. Ovaj izraz u nasemu slucaju
je polinom stupnja n.

Definicija Polinom G(x) stupnja n, na kojemu se izvode operacije polja GF(2"), zove se polinom-
generator polja.

Svaki polinom stupnja n, ne moZe biti polinom-generator u GF(2"). Treba imati svojstvo jednako
prostome broju za g. Kao §to smo prije raspravili, ovo svojstvo osigurava postojanje primitivnih
elemenata o ¢ije potencije generiraju sve elemente polja, osim elementa "sve 0".

Sto se ti¢e nadega polinom-generatora G(x), zelimo imati polinom o stupnja n—1 ili manjega, tako, da
¢e uzastopne potencije o, ako se primijene oo mod G(a), generirati sve polinome stupnja n—1 ili
manjega, osim za polinom "sve 0". Zadnja tvrdnja odnosi se na potrebno svojstvo G(x) podsjecajuci
nas na LFSR maksimalne periodi¢nosti 1 odgovaraju¢i polinom R(x).

Ponovno promotrite Tvrdnju 9.2 1 Tablicu 9.1 nakon nje. Vidimo da sve potencije od x izmedu 0 i 6
daju razli¢ite rezultate, ako se upotrijebe modulo operacije izmedu o 1 polinoma R(x), gdje je R(x) =
l+x+x’. Ovaj R(x) moZe biti polinom-generator od GF(2’) Da bi razjasnili gornji argument,
generirajmo polinom stupnja 2 ili manjega, potencijama izraza o. mod G(a), gdje je G(o) = 1+a+a’,
kako je navedeno u tablici 9.2.
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Tablica 9.2 Potencije: oo mod (1+a+a’) i o mod (1+a+ot)

Potencije od a | o mod (1+a+a’) | binarno Potencije od o | o mod (1+o*+0’) | binarno
(a) (b) (c) (d)
ol = 1 =[100] ol = 1 =[1000]
o = a =[010] o o =[0100]
ol = o’ =1[001] ol = o =1[0010]
o = l+o =[110] o’ = o’ =[0001]
at= oto’ =[011] ot = 1+a2 =[1010]
o = 1+o+o =[111] o’ = ata’ =[0101]
al = 1+o =[101] al 1 =[1000]
= 1 =[100] o = o = [0100]
itd. itd.

U stupcu (a) u tablici 9.2 popisane su uzastopne potencije od a i izracuni oo mod G(a), gdje je G(a) =
l+a+o’ i gdje se o’ uvijek zamjenjuje s 1+o. Jasno se vidi da potencije od o generiraju sve elemente
polja GF(2%), osim za polinom "sve 0". To zna&i da G(x) = 1 + x + x* moze posluziti kao polinom-
generator GF(2°). Stupac (c) u tablici 9.2 popisuje potencije od o i izra¢une o mod G(a), gdje je G(a)
=1+ a’+a'igdje se o stalno zamjenjuje s 1 + a’. Primjeéuje se da je o’ = a° pa polinom G(o) =
1+a’*+a’, ne moze generirati sve elemente polja GF(2%). Stupac (b), skracenim naginom izrazavanja
polinoma u stupcu (a), prikazuje a gdje se polinom predstavlja binarnim vektorom koji se sastoji od
koeficijenata polinoma. Stupac (d), takoder skraéenim nacinom izrazavanja polinoma u stupcu (c),
prikazuje a, gdje se polinom predstavlja binarnim vektorom koji se sastoji od koeficijenata polinoma.
Imajte na umu da su stupci (a) i (b) zapravo ponavljanje tablice 9.1, koriste¢i drugi nacin iskaza.

Element polja a je polinom pa se svi elementi u polju izraZzavaju kao polinomi u a. U mnogim
slu¢ajevima, umjesto izraZzavanja odredenoga elementa polja y, kao polinoma u a, radije imenujemo y
nakon potenciranja o koji stvara y (u slu¢aju ako je ta potencija poznata). Kao primjer uzmimo GF(2°)
kojega stvara G(x) = 1 + x + x’. Element polja (1 + o + a*) moZe se imenovati kao o’.

Takoder treba uociti da potencije o mod G(a), znaci da je a korijen G(x), u smislu da je G(at) = 0. Ova
tvrdnja razumljiva je sama po sebi, jer operacija oo mod G(a) znaci da je G(a) = 0. Medutim, u svrhu
objaSnjenja, detaljnije ¢emo dokazati ovu tvrdnju. Izrazimo G(x) kao F(x) + x". Funkcija F(x) je
stupnja n—1 ili manjega. Njezini koeficijenti sastoje se od #»—1 najmanje znaajnih koeficijenata od
G(x).

Imajte na umu da se izraz x" pojavljuje u G(x), jer znamo da je njegov stupanj n. Na primjer, 1 + x + x°
= F(x) + x’ gdje je F(x) = 1 + x, samo onda je G(a) = F(a) + o". Cinjenica da se o prikazuje
potencijama o mod G(o) znai da se zamjenjuje s F(o). Drugim rije¢ima, o" = F(a). Npr., pri
stvaranju stupca (a) tablice 9.2, o’ =1+ a. Ako je a" = F(a), onda je G(a) = a" + F(a) = 0, $to
dokazuje gore navedenu tvrdnju.

Definicija Polinom G(x) stupnja n, korijena o, naziva se primitivan polinom ako je o (kada se
predstavlja kao polinom u a), stupnja n—1 ili manjega, razli¢iti za 0 < <2"-2.

Prema definiciji slijedi da je primitivan polinom stupnja n, polinom-generator GF(2"). Polinom stupnja
n ima n korijena (nisu svi nuzno drugaciji). Uputno je osim a, istaknuti i druge korijene polinom-
generatora GF(2"). To je u¢injeno u Tvrdnji 9.8.

Tvrdnja 9.8 Ako je o korijen primitivnoga polinoma G(x), onda su ostali korijeni od G(x) o? ,i1=1,2,
e, n—1.

Dokaz Kvadrat polinomskoga izraza, jednak je zbroju kvadrata njegovih clanova plus udvostruc¢en
iznos svih moguéih umnozaka dvaju ¢lanova. Na primjer, (at+bx+cx’)’ = o + b + ¢*x* + 2(abx +
acx’ + bex?). Ako su koeficijenti a, b, ¢ binamni onda da je o> = a, b* = b, ¢* = ¢. Operacijom zbrajanja,
XOR, ako se isti izraz pojavljuje paran broj (2) puta, onda se uvijek dobije 0 pa imamo da je
(at+bx+ex?)? = at+bx’+ex’.
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Iz toga slijedi da je u slucajevima obradenima u ovome poglavlju, [G()]* = G(a?). Ako je a korijen
od G(x), onda je G(o) = 0, a [G(a)]* = 0. Onda je kako slijedi G(o) = 0, tj., o* je korijen od G(x). Ako
je o korijen od G(x), onda je i njegov kvadrat o’ korijen od G(x) pa slijedi dasu o ,i=1,2, ..., n—1,
svi korijeni od G(x). Indeks(iranje) i zaustavlja se kod n—1, dok se na eksponentu od a izvode
operacije modulo-(2"-1), $to znaéi da je a® = o. Tablica 9.3 prikazuje primitivne polinome s
minimalnim brojem XOR vrata.

Tablica 9.3: Primitivni polinomi s minimalnim brojem XOR vrata

Stupanj (n) Polinom Stupanj (n) Polinom

1 x+1 V| 13,24 K Hxt e x+ ]
2,3,4,6,7,15,22 | x"+x+1 V|14 a2t
5,11,21,29 XX+ 1 V|16 X+ 1 A
8, 19 K+ Fx+ ] 18 K+

9 X +xt 1 23 XX+ 1

10, 17,20,25,28 | x"+x +1 26,27 it 2rx+ 1

12 ATt + 30 X+ xP A x

Za prakti¢no i brzo ispitati je li binaran polinom primitivan, potrebno je sljedeée (slika 9.17):'**

+0 +! $2 3

Slika 9.17: Brzo ispitivanje je li binarni polinom primitivan

U krug posmi¢noga registara s povratnim vezama koje su povezane potencijama polinoma, uvede se

bilo koje ne-nulto stanje te se napravi desni posmik. Ako krug generira svaki, i sve ne-nulte elemente

polja unutar jednoga perioda (2"), onda je polinom kojega definira ovo GF(2") polje, primitivan
. 135

polinom.

9.6.3. 9.6.3. UOBICAJENO POSTUPANJE RS KODOM KOJI ISPRAVLJA JEDAN ZNAK

Na temelju iskustva koje smo do sada stekli, mozemo razumjeti povezanost izmedu polinoma 1 kodnih
rijeci cikli¢kih kodova. Nas RS kod je ciklicki. Njega generira LFSR (prikazan na slici 5.15) 1 postoji
njemu pridruZen polinom-generator (slika 9.17).

N |
Q P

ulaz informacijskoga znaka”

Slika 9.18 RS koder za cjelovit ispravak jednoga znaka (precrtana slika 5.15)
Definicija Kodna rije¢ nekoga RS koda je polinom ¢iji su koeficijenti elementi iz GF(2")

Primjer Uzmimo poruku m = [100, 001, 011, 101, 110, 111, 010], $to se obradila u poglavlju 5.14.1.
Znakovi ovdje, smatraju se elementima iz GF(2*). Oni se pojavljuju u stupcu (b) tablice 9.2, gdje
stupac (a) popisuje njima pridruZene potencije od a. Onda imamo: M(x) = (a° ox o'x* a’x® o’x* a’x’
a’x°). U sludaju ako je jedan od znakova nula, ne bi bilo pridruzenih potencija o, znak bi ostao
koeficijent vrijednosti 0. RS kod zapravo je nastavak ideje ciklickih kodova $to smo ju ve¢ koristili.

134 7a vjezbu, sklopom na slici 9.17, ispitati gornju tablicu i sve polinome u njoj.
3 C++ zadatak i vjezba!
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Dok su kodne rije¢i obi¢nih ciklickih kodova imale koeficijente iz GF(2), RS kod ima koeficijente iz
GF(2"), za n > 1. Pridruzivanje izmedu polinoma i LFSR, ovdje se izvodi na isti nacin kao $to je
ucinjeno za GF(2), gdje se koeficijenti polinoma odreduju prema povratnoj vezi LFSR. Medutim, u
nasemu prosirenome slucaju, povratne veze LFSR takoder nose ne-binarnu tezinu, a ta tezina trebala bi
se pojaviti u koeficijentima odgovarajuc¢ega polinoma.
Primjer Uzmimo registre sindrom-generatora na slici 5.18, koji se precrtao u sliku 9.19.

]

ulaz primljenoga lj

znaka 7

% ]E |:| registar #2

Slika 9.19: Ponovno nacrtana slika 5.18

registar #1

Prisje¢ajuci se svojstva matrice Q, napominjemo da, ako je znak koji se vraca u registar #1, element
polja o, onda nakon mnoZenja s Q, njegova vrijednost postaje o'+1. To jest, mnoZenjem s Q jednako
je mnoZenjem s o, pa povratna veza ima "tezinu" a.. Onda je polinom pridruzen registru #1 jednak (o +
X), a polinom pridruzen registru #2 je (1 + x).

Kodnu rije¢ naSega RS koda karakterizira ¢injenica da je djeljivais (o +x) is (1 +x). Ovi polinomi su
relativno prosti, a polinom-generator nasega koda je, dakle, F(x) = (o0 + x)-(1 +x) = o + (1 + o0)x + x*.
To je upravo pripadni polinom registra Sto se prikazao na slici 5.15, gdje je operacija matrice P
jednaka umnosku elementa polja o (tj. povratnoj vezi iz krajnjega desnoga stanja) i (1 + o). Sve kodne
rije¢i nadega koda onda su djeljive s F(x) = a+(1+o)x + x°.

Sada razmotrimo ucinak pogreske jednoga znaka umetnutoga u kodnu rijec. U slu¢aju Hammingova
koda, u¢inak jedne pogreske na mjestu #i zbrajanjem polinoma 1-x' i kodne rije¢i, gdje umjetno
postavljena jedinica (1), naznacuje "uzorak" pogreSke. Ovaj uzorak je iz GF(2). Za RS kod, uzorak
pogreske znaka je element o iz GF(2") (za znakove duljine 7). Umetanje ovoga uzorka pogreske na
mjesto #j u kodnoj rije¢i (znakovi se racunaju s lijeva, gdje se mjesto sasvim lijevo oznacava #0),
znaéi zbrajanje polinoma of-x' i polinoma §to predstavlja kodnu rijeé.

Primjer Uzmimo slucaj poruke m' iz poglavlja 5.14. Ona se dobila umetanjem uzorka pogreske znaka
[001], na mjesto #4 u kodnoj rije¢i. Ako se na§ RS kod temelji na polju GF(2*), uvedenome u stupcima
(a) i (b) u tablici 9.2, onda je M'(x) = M(x)o’x".

Kako bi razjasnili matemati¢ko tumacenje posmika primljene poruke u sindrom-generator na slici
5.18, koristimo poseban slucaj m' prikazan gore. Posmik m' u registar #1 znaci dijeljenje s (a+x). Ako
je m kodna rije¢, onda je m'(x) mod (a+x) = o’x* mod (o-+x). Pogledajmo detaljno dijeljenje a’x* s
(x+at). Zapoénimo dijeljenjem o’x* s x. Prvi izraz kolicnika bit ée onda a’x’. Zatim mnozimo o’x’ s
(x+o) pa dobijemo o’x*+a’x’. To se zbroji s a’x* i postupak se nastavlja. Cijela operacija prikazana je
u nastavku (zapisi su objasnjeni na kraju).

*orxc? D (xto) = o +adx? +tax +a
a’xt ol |+
*odx?
o’ +at? |+
*oty?
aty +o’x |+
*ox
o’x +al +
*00 < ostatak

Promatrajuéi prve rezultate oznatene *, dolazimo do zakljutka: Ako dijelimo izraz o'x' s (x+o),
slijedimo uzastopne korake: smanjujemo potenciju od x za 1 1 povecavamo potenciju od o za 1. Zbroj

potencije x odnosno o, nakon svakoga koraka je dakle, konstantan i +j = 6. Postupak zavrsava kada se
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dobije ostatak o'7(a®). Ovdje zapravo imamo dva brojaga koja rade paralelno. Jedan od njih je uzlazni
brojac, a drugi je silazni brojac. Za poseban sludaj nage poruke m' imamo m'(x) mod (o-+x) = o’

Posmik m' u registar #2 zna&i diobu s (1+x). Ako je m kodna rije¢, onda je M'(x) mod (1+x) = o’x*
mod (1+x). Jednostavno je dokazati da dijeljenje o'’ s (1+x) znadi uzastopno snizenje potencije od x,
dok ne dobijemo ostatak o', a to je uzorak pogreske znaka. U nasemu sludaju, ostatak je o’. Nakon
dobivanja o7 i o od dva sindrom-generatora, obnovimo vrijednost j (tj., polozaj pogre$noga znaka),
kao Sto se opisalo u poglavlju 5.14.1.
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22.

Laboratorijska vjezba 21: Brzo ispitivanje je Ii polinom primitivan

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi"”
J

Tablica 9.3: Primitivni polinomi s minimalnim brojem XOR vrata

Stupanj (n) Polinom
2,3,4,6,7, 15,22 [ x"+x+1
5,11,21,29 K+t
8,19 K+ Hx+ 1
9 X+t +1 x"
10,17,20,25,28 |[x"+x>+1

12

xn+xl2+x4+x3+l

D

13, 24 e Hx+ 1
14 x4+ 1
16 P e !
18 X' +x+1

23 X'+x+ 1

26,27 P+
30 P+

R(x)=1® x @ x° (ako se polinom dijeli)
Slika 9.16: Brzo ispitivanje je li binarni polinom

primitivan

Za prakti¢no i brzo ispitati je 1i binarni polinom primitivan, potrebno je sljedeée (slika 9.16). Sklopom
na slici 9.16, ispitati sve polinome u tablici 9.3. Brojevi oznacavaju potenciju od x. (1 u polinomu

znadi x')
Stanja spojena na zbrajalo Stanja spojena na zbrajalo po Stanja spojena na zbrajalo po
m m m
po modulu-2 modulu-2 modulu-2
(1,9, 11,13), (1, 8, 11, 12, 13), (44823 24) (1, 2,7, 24),
2 [@.2](0x3) 13| [, 3.4, 13) (Ox 1 FFF) 244, 3. 4, 24) (OXFFFFFF)
(1,6, 10, 14), (1, 2, 12, 13, 14),
3| [@.3] (0x7) 14| (1,3,5,14), (1, 11,12, 14) 25| (423), |(1, 3, 25) (0x1FFFFFF)
(0x3FFF)
4 | [, 4) (0xF) 15| [(1,.15) (1, 14, 15) (0X7FFF) |26 Ez)’x 231151:2;”1:%%(1’2’ o)
N (45-44-46), (1, 11, 13, 14,
16), (23-2624), (1,2, 5, 27)
5 | [1.2.5] (0xIF) 16| (1,3,12,16)(1,2,3,5,16)  [*’| (Ox7FFFFEF)
H (OXFFFF)
(445), (1, 14, 17), (1, 3, 17)
6 | [(1.6)] (0x3F) 17 (OxFFFF) 28| (4-26), (1, 3, 28) (OXFFFFFFF)
(3=42), (1, 11, 18), (1, 7, 18),
7| [ 7) |1, 3,7) (0x7F) |18 (.2 5. 18) (Ox3FFFE) 29| (4-28), [(1, 2, 29)| (Ox IFFFFFFF)
(445-148-19), (1, 14, 17, 18,
g|101.5.6,7),(1,2,7,8), 19 19), 30| (1.8.29, 30), [(1, 4, 6, 30)
(1,2, 3, 4, 8) (0XFF) (1,2,5,19),((1,5, 6, 19) (0x3FFFFFFF)
(0x7FFFF)
9 (1, 4,9) (OxIFF) 20| (448), (1, 3, 20) (OXFFFFF) 31| (4=29), (1, 3, 31) (0x7FFFFFFF)
10 [4, 3, 10)| (OX3FF) 21 (4-20), [(T,2, 21) (Ox1FFFFF) [32 g)’x gﬁsll’}%z}gf()”’ 35.17.32)
11| [(1, 2, 11)| (0X7EF) 22| [(1, 22)] (0x3FFFFF) 33| (&=24), (1,4, 6, 33)
(449), (1, 18, 23), (1,8,33,34), (1,2,5,6, 7, 34)
12 23| (Ox7FFFFF) 34| (0x1FFFFFFFF)

Napomena: Polinomi sa zelenom podlogom su provjereni, a s ljubi¢astom nisu ispravni! Neprovjereni su [30, 31, 32, 33, 34]!
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23. Laboratorijska vjezba 22: Kodiranje konvolucijskih kodova impulsnim odzivom

Napomena: Cjelovit opis nalazi se na “Sustavu za podrsku nastavi”
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10. POGLAVLJE 10 - DODACI

10.1. 10.1. UmnoSci vektora i matrice

10.1.1.  10.1.1. UMNOZAK MATRICE A | MATRICE B

Definira se za slucaj da je broj stupaca prve matrice jednak broju redaka druge matrice. Rezultat je
matrica C, [A(m, p) x B(p, n) = C(m, n)].

Neka je, dakle:
A = [ay] (m, p)-matrica,
B = [bi] (p, n)-matrica.
Onda je njihov umnozak
C =[ci] (m, n)-matrica
kojoj su elementi c;; odredeni s:
)
k=Y. a;by (10.1)
s=1
i=12,....,m),(k=1,2,...,n).
A(m, p) ° B(p, n) = C(m, n)
( a, ) ap ay al_p_ <_§11 ) by, - by by, | <_011 ) €12 Cii €1 |
y Ay ay; a, b1 by by 2 Gy Cp Cox Coy
] . ' . ' = *
a; t; a; az’p b.s 1 bs 2 bsﬁ'c b.m i Ciy Cir Cin
_aml ﬂm2 o am-‘ o amp a _bpl bp2 Y bpk o bpﬁ i _le CmZ o ijt’c e Cmn_
gdje je:

P
c11 = anbn +apbn + ...+t aiha + .t apby = Zalsbsl
s=1

10.1.2. 10.1.2. UMNOZAK VEKTORA A" | VEKTORA B

Definira se za slucaj kada je broj stupaca prvoga vektora jednak broju redaka drugoga vektora.
Rezultat je vektor ¢, [a’(1, 1) x b(n, 1) = ¢(1, )]

(n.1)

bl
(1,n) b 1D
al - b=[ag, a, - a7 | 2|=a b +a, b, +-+a,b,]. (10.2)
b

n

10.1.3. 10.1.3. UMNOZAK VEKTORA A | MATRICE B

Definira se za slucaj kada je broj stupaca vektora jednak broju redaka matrice. Rezultat je vektor c,
[a(1, n) x B(n, m) =¢(1, m)=c¢"(m, 1)] (npr. [a(1, 7) x B(7, 3) =¢(1, 3)=c (3, D]).
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by by, by
by by by
07 byy by, by
a'B:[al a - a7]~ byy by by | = (10.3)
bs; bs, bs;
bg;  bsy b
1D by o

(1.3)
=lay by +ay-by o tay by @byt ay byt ag by ap by tay byt ag by =

(3.1
=@ by+ay by - ta; by

al 'b13+a2'b23+"'+a7'b73

b (1x0)+(0x0)+(1x1)+(0x0) = 1

0111000
1010100
[ 1010 ] X = El 0 1 0]
1100010 ] ! ! .
| e (IX0pHO0)(1X0)+(0x1) = 0
1110001 | |
— — |
|

____________ (1x0)+(0x1)+(1x0)+(0x0) = 0

|

________________ (1x1)+(0x0)+(1x0)+(0x0) = 1

|om— e e e

0

i
i
i
i
|
|
I (1x1)+(0x1)+(1x0)+(0x1) =1
|

________________________ (1x1)+(0x0)+(1x1)+(0x1) = 0

e (1x0)+(0x1)+(1x1)+(0x1) = 1

10.1.4. 10.1.4. UMNOZAK MATRICE A | VEKTORA B

Definira se za slucaj kada je broj stupaca matrice jednak broju redaka vektora. Rezultat je vektor c,
[A(n, m) x b(m, 1) =c¢(n, 1)] (npr. [A3, 7) x b(7, 1) =¢(3, 1)]).

(7.1)

3.7) b 3.
A G 4y b ay by +ay-by+-+a;-b

A-b=|ay, ay - ay|- :2 =|ay b +ay -by+--+ay;-b, (10.4)
a3; A3 - A3y b.7 a3 by +azy b+ +az; by

ili za nag slu¢aj mnozimo matricu H' i stup&ani vektor r:
s=H"-r= [3 rethka x 7 stupaca) - [7 redaka x 1 stupac] = [3 retka x 1 stupac] (10.5)

Rezultat je stupcani vektor s (sindrom) koji ima strukturu [3 retka x 1 stupac]. Obicno ga piSemo u
transponiranome obliku kao redni vektor s = (2; 2> 233) gdje su zbrojevi () binarne znamenke 0 ili 1.
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10.2. 10.2. Kompleksije
10.2.1. 10.2.1. FAKTORJELE

10.2.1.1. 10.2.1.1. Definicija
Funkcija faktorjele (factorial function) najéesée se definira kao:

n!=]]kvneN, 0=1 (10.6)
k=1

Broj n! ("n faktorjela") pozitivan je cio broj koji nastaje mnozenjem nekoga broja svim prethodnim
pozitivnim cijelim brojevima.

nl=1x2x3x .. x(n=-2)x(m-1)xn
Prema definiciji, 0! (nula faktorjela) jednako je 1
o=11=1
nl=m-10)!%xn{m>0)
nl=1x2x3x_..xXn

ili rekurzijski

1 akojen=0
= i prema dogovoru: 0! = 1 (10.7)

(n—=1DXn ako jen>0
Zbog dogovora, 0! = 1, a dogovor osigurava:
1.  darekurzijska relacija (n + 1)! =n! x (n+ 1), vrijedii za n = 0;
2. dozvoljava jednostavno pisanje izraza za beskonacne polinome, npr. ¢* = x_' ;

n=0 1

3.  ukombinatorici, ova relacija vrijedi za sve nulte veliine;

4. broj kombinacija ili permutacija praznoga skupa jednostavno je broj 1.

10.2.1.2. 10.2.1.2. Primjer 10.1
Napisite funkciju za izracun faktorjele broja, te u glavnome programu pozovite tu funkciju i

izraCunajte
n |
=Lzak=2in=7.
k) K*mn—-k)!

14 Faktorjele

#include <iostream> C:\windows\system32\cmd.exe
using namespace std; 7 nad 2 je: 21

double faktorjela(int a) { Press any key to continue . . .
if (a>1l) return(a*faktorjela(a-1)) ;

else return(l);

}

int main () {

int n(7) ,k(2);

double
c=faktorjela(n)/ (faktorjela (k) *faktorjela(n-
k));

cout<<n<<" nad "<<k<<" je: "<<ec<<"\n";
return O;

}
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10.2.1.3. 10.2.1.3. Dvostruka faktorjela n!!

Oznaka n!! oznaCava u matematici dvostruku faktorjelu, a odnosi se na faktorjelu parnih odnosno

neparnih brojeva.

(n=2)! zan>2

% zan=01ili n=1

on=1

10.2.1.4. 10.2.1.4. Primjer parne faktorjele
101=2x4x6x8x10=3840

15, Parne faktorjele

#include <iostream>

using namespace std;

double parna(int a) {

if (a>1) return(a*parna(a-2)) ;
else return(l);

}

int main () {

int paran;

paran:

cout<<"Upisi paran broj: ";
cin>>paran; //broj mora biti paran
if (paran%2!=0)goto paran;
cout<<paran<<"!! (parne faktorjele) =
"<<parna (paran)<<"\n";

return O;

}

C:\windows\system32\cmd.exe
Upisi paran broj: 3

Upisi paran broj: 9

Upisi paran broj: 10
10!!(parne faktorjele) = 3840
Press any key to continue . . .

(10.8)

10.2.1.5. 10.2.1.5. Primjer neparne faktorjele
M=1x3x5%x7x9=945

16.  Neparne faktorjele

#include <iostream>

using namespace std;

double neparna(int a) {

if (a>1) return(a*neparna(a-2)) ;
else return(l);

}

int main () {

int neparan;

neparan:

cout<<"Upisi neparan broj: ";
cin>>neparan; //broj mora biti neparan
if (neparan%2==0)goto neparan;
cout<<neparan<<"!! (neparne faktorjele) =
"<<neparna (neparan)<<"\n";

return O;

}

C:\windows\system32\cmd.exe
Upisi neparan broj: 10

Upisi neparan broj: 8

Upisi neparan broj: 9
9!l(neparne faktorjele) = 945
Press any key to continue . . .
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10.2.2. 10.2.2. OSTALI POJMOVI
Alternacijska faktorjela, Digama funkcija, Eksponencijska faktorjela, Faktorjelski prirodan broj,
Faktorium, Stirlingova aproksimacija, faktorjela Trailingove nule, ....

10.2.2.1. 10.2.2.1. "Trokutni" brojevi (triangular numbers)

Istostrani¢ni trokuti ¢ije su stranice sastavljene od toCaka. Niz pocCinje 1 tockom, a svaki sljedeci
trokut, u stranicama ima 1 tocku vise. Niz se sastoji od brojeva (zbroj tocaka) {1, 3, 6, 10, 15, 21, ...}.

21
15 L]
10 L] [
6 L LN ] L ]
3 . e e e e e e 00
1 . . e LI L I I ) e 8 00
. . TN ] LI N * e 0 00 L I B I A )

10.2.2.2. 10.2.2.2. Analogna faktorjela zbroja (operator je upitnik "?" umjesto uskli¢nika "I",

Kao S$to se u kombinatorici definirao operator "!" za mnoZenje niza brojeva, na sli¢an nacin definirao se
operator "?" ("terminal" function) za zbroj niza brojeva (autor: Donald Ervin Knuth, The Art of

Computer Programming, 3™ ed., 1997, 1.2.5. Permutation and Factorials, page. 78, (Eq. 9 and 10),
136

Stanford University) ™.

10.2.2.3. 10.2.2.3. Binomni koeficijenti

Zj Citase (nnad kili, n povrh kili, niznad k), ne N,0<k<n

nY)_ n! ( n \_ n! :n'(n—1)~(n—2)~...-(n—k+l)
(k)_k!(n—k)! (”‘k) (n— )kl 123 (k=1)-k (10.9)

10.2.2.4. 10.2.2.4. Svojstva binomnih koeficijenata

(BTG ()06
G 0RO
HOHCH)r (- YO

10.2.2.5. 10.2.2.5. Primjer 10.2

17, Binomni koeficijenti

| C:\windows\system32\cmd.exe

10.2.3. 10.2.3. PERMUTACIJE
10.2.3.1. 10.2.3.1. Permutacije bez ponavljanja
o Elementi: a, b, ¢ (n = 3):

abc bac cab

B¢ "termial" progression ... konvergentan zbroj aritmeti¢koga niza (termial arithmetic progression sum): n?=1+2+ ... +

n=7._ k= (% )n(n + 1) pa ova formula vrijedi i za realne i za racionalne brojeve (npr. (% )? = % ).
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acb bca cba

N
[
=
[

(10.10)
=31=1.2-3=6

10.2.3.2. 10.2.3.2. Primjer 10.3

18.  Permutacije bez ponavljanja

#include<iostream> C:\windows\system32\cmd.exe

#include<algorithm> Permutacije bez ponavljanja!
#include<vector> Broj elemenata = 3
using namespace std; 123

132
void main () { 213
int b; 231
do({ 312
cout<<"Permutacije bez ponavljanja!\nBroj 321
elemenata = "; Permutacije bez ponavljanja!
cin>>b; Broj elemenata = 0
vector<int> m v(b);
for (unsigned Press any key to continue . . .
i=0;i<m v.size() ;i++)m v.at(i)=i+1l;
//punjenije

sort(m_v.begin() ,m_v.begin()+b);

for (unsigned

i=0;i<m v.size() ;it++)cout<<m v.at(i)<<' ';
//ispis prve crte

cout<<endl;

while (next permutation(m v.begin(),
m_v.begin () +b)) {

for (unsigned

i=0;i<m v.size() ;i++)cout<<m v.at(i)<<' ';
//ostatak ispisa

cout<<endl;}

}while (b!=0) ;

}

10.2.3.3. 10.2.3.3. Permutacije s ponavljanjem
Neka je zadano n-elemenata od kojih su a (< n) medusobno jednaki:

. Elementi: a, a, a, b, c. Permutacije od 5 elemenata (n = 5) od kojih se 1 element a ponavlja 3

puta.
' !

P,f‘z% _ (10.11)

1 1.2.3.4.

_ S =1 2-3-4-5 ~90
3! 1-2-3
Ako medu n-elemenata ima a,-jednakih, a;-jednakih, ..., o,-jednakih:
, !
1)]10.150.2,...,0{" — ' l’:. ' (1012)
o,lo,l..a!

Elementi: a, a, b, b, b, c, c: Permutacije od 7 elemenata (n = 7) od kojih se ponavljaju:
o, =2 puta
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oy =3 puta

o =2 puta

0,01,y 0L ! .2.3.4.5.6.
Pnocloca=7=1234567:210
28120 1-2-1-2-3-1-2

10.2.3.4. 10.2.3.4. Primjer 10.4

19.  Permutacije s ponavljanjem

Cjelovit skup C++ zadataka i rjeSenja za sve komleksije, nalazi se u datoteci:
Programirane kompleksije.doc

C:\windows\system32\cmd.exe

10.2.4. 10.2.4. KOMBINACIJE

10.2.4.1. 10.2.4.1. Kombinacije bez ponaviljanja
Kombinacije od n-elemenata (rn = 5) r-toga stupnja (r = 3) (skupine od r-Clanova).

° Elementi: a, b, ¢, d, e:
abc abd abe acd ace
ade bcd bce bde cde
ro_ n _ n! _ n .
£ _(Vj_r!(n—r)!_(n—r) o (10.13)
! .2.3.4. .
5! :12345:45:20:10

_3!(5—3)! 1-2.3-2! 1-2 7
10.2.4.2. 10.2.4.2. Primjer 10.5

20. Kombinacije bez ponavijanja

Cjelovit skup C++ zadataka i rjeSenja za sve komleksije, nalazi se u datoteci:
Programirane kompleksije.doc,

Skup C++ zadataka za kombinacije nalazi se u: Rekurzija-analiza-komb.doc i
Kombinacije s ponavljanjem n=5, r=3.doc

C:\windows\system32\cmd.exe

10.2.4.3. 10.2.4.3. Kombinacije s ponavljanjem
To su kombinacije u kojima se pojedini elementi ponavljaju.

o Elementi: 1, 2, 3, 4. Kombinacije tre¢ega razreda (» = 3) od 4 elementa (n = 4):

111 122 134 224 333
112 123 144 233 334
113 124 222 234 344
114 133 223 244 444

K'r (n‘f‘r—lj:Kr _(n+r—1)'

n+r—1 ]"'(}’l—l)' = (1014)

_@+3-Dt 6 123456
NA4-1) 33 1.2-3-1.2-3
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10.2.4.4. 10.2.4.4. Primjer 10.6

21, Kombinacije s ponavljanjem

Cjelovit skup C++ zadataka i rjeSenja za sve komleksije, nalazi se u datoteci:
Programirane kompleksije.doc

C:\windows\system32\cmd.exe

10.2.5. 10.2.5. VARIJACIJE

10.2.5.1. 10.2.5.1. Varijacije bez ponavljanja

Varijacije od n-elemenata r-toga stupnja (skupine od r-Clanova). Varijacije su kombinacije bez
ponavljanja ¢iji se elementi medusobno permutiraju.

° Elementi: a, b, c,d, e (n =15, r=3):

abc abe ace bcd bde
achb aeb aec bdc bed
bac bae cae cbd dbe
bca bea cea cdb deb
cab eab eac dbc ebd
cba eba eca dcb edb
abd acd ade bce cde
adb adc aed bec ced
bad cad dae cbe dce
bda cda dea ceb dec
dab dac ead ebc ecd
dba dca eda ecb edc
n! n
Vn’ =r!K;= =yl = (10.15)
(n—r)! (r}
| .7.3.4.
_ 5! :12345:60
(5-3)! 1-2

=1

Vo=@m-r+ " [nj
0

10.2.5.2. 10.2.5.2. Primjer 10.7

22. Varijacije bez ponavijanja

Cjelovit skup C++ zadataka i rjeSenja za sve komleksije, nalazi se u datoteci:
Programirane kompleksije.doc

C:\windows\system32\cmd.exe

10.2.5.3. 10.2.5.3. Varijacije s ponavljanjem

Varijacije od n-elemenata r-toga razreda (zna€i na sve moguce nacine svrstati tih n-elemenata u
skupine od po r-Clanova time da skupine mogu sadrzavati i jednake ¢lanove.

. Elementi: a, b, ¢, d, e. Varijacije od 5 elemenata (n = 5) 2. razreda (r = 2) s ponavljanjem:

aa b a ca da ea
ab bb cb db eb
ac bc cc dc ec
ad bd cd dd ed
ae be ce de ee
Vi=n"=n-V'"= (10.16)
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=5=25.
Elementi: 0, 1. Varijacije od 2 elementa (n = 2) 7. razreda (» = 7) s ponavljanjem:

0000000 0010000 0100000 0110000 1000000 1010000 1100000 1110000
0000001 0010001 0100001 0110001 1000001 1010001 1100001 1110001
0000010 0010010 0100010 0110010 1000010 1010010 1100010 1110010
0000011 0010011 0100011 0110011 1000011 1010011 1100011 1110011
0000100 0010100 0100100 0110100 1000100 1010100 1100100 1110100
0000101 0010101 0100101 0110101 1000101 1010101 1100101 1110101
0000110 0010110 0100110 0110110 1000110 1010110 1100110 1110110
0000111 0010111 0100111 0110111 1000111 1010111 1100111 1110111
0001000 0011000 0101000 0111000 1001000 1011000 1101000 1111000
0001001 0011001 0101001 0111001 1001001 1011001 1101001 1111001
0001010 0011010 0101010 0111010 1001010 1011010 1101010 1111010
0001011 0011011 0101011 0111011 1001011 1011011 1101011 1111011
0001100 0011100 0101100 0111100 1001100 1011100 1101100 1111100
0001101 0011101 0101101 0111101 1001101 1011101 1101101 1111101
0001110 0011110 0101110 0111110 1001110 1011110 1101110 1111110
0001111 0011111 0101111 0111111 1001111 1011111 1101111 1111111

10.2.5.4. 10.2.5.4. Primjer 10.8

Varijacije s ponavljanjem od 2 (binarna) elementa 7. razreda, znac¢i na sve mogucée nacine svrstati ta 2
elementa (0, 1) u skupine od po 7 ¢lanova [vektore] time da te skupine mogu sadrzavati i jednake
¢lanove. Ukupan broj varijacija s ponavljanjem racuna se formulom:

Vi=n"=n-v' " =2"=128

Zadatak Izracunajte ukupan broj kodnih vektora duzine 7 napravljenih od 2 binarna elementa? IspiSite
na predo¢niku sve kodne vektore u osam stupaca (jednakoga broja redaka) i odgovarajuci broj retka.
Izracunajte 1 ispiSite broj redaka. Vektore ispiSite tako da nakon punjenja jednoga stupca vektorima,
niz se nastavlja na vrhu sljedeéega stupca. Na primjer, za varijacije s ponavljanjem od 2 elementa 3.
razreda, ispis niza [000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111] u 2 stupca izgledao bi kao u donjoj tablici
pa isto nacelo primijenite 1 u trazenome primjeru.

000 100

001 101

010 110

011 111

23.  Varijacije s ponavijanjem od 2 elementa 7 razreda

#include<iostream> C:\windows\system32\cmd.exe |
#include<cmath>

using namespace std;

void dec2bin(int dekadski,int wvektoril[]);
//dekadski broj<l6 u binarni (4 znamenke)
void ispis();

void main () {

int dekadski (0) ;

int vektori[l1l28];

for (int i=1;i<=8;i++){//8 binarnih znamenaka
for (int j=0;3<16;j++) {

dekadski=(i-1) *16+j;//odbrojavanje od 0 do 127
dec2bin (dekadski,vektori) ;

//getchar() ;

}}

}

void dec2bin(int dekadski,int wvektori[]) {
cout<<dekadski<<" = ";

252 zastitno kodiranje signala-skripta.doc utorak, 22. sije¢nja 2018.



23.  Varijacije s ponav|janjem od 2 elementa 7 razreda

int g;

for(int i=6;i>=0;i--){

g=dekadski%2;

dekadski=dekadski/2;

vektori[i]=g;

}

for (int j=0;3j<7;j++) cout<<vektori[j];
//cout<<endl;

getchar() ;

}

10.3. 10.3. UmnoSci vektora

10.3.1. 10.3.1. SKALARNI UMNOZAK
Definira se samo za 2 vektora i kut ¢ izmedu njih:

5-5::|Zz|~‘5‘cos¢. (10.17)
Time se definira preslik "-" iz umnoska v x v u polje realnih brojeva (skalara). Odatle i ime ovomu
umnosku.

Kut medu vektorima. Kut medu vektorima je manji kut (po apsolutnome iznosu) od dvaju kutova
koji zatvaraju zadana dva vektora translatirana'®’ u zajednicki po&etak (slika 10.1).

Slika 10.1: Kut izmedu dvaju vektora
Oznacit ¢emo ga kao ¢ = Z(a, b ). Prema tomu, kut moZe poprimiti vrijednost -t < ¢ < 7.
10.3.2. 10.3.2. VEKTORSKI UMNOZAK

Za zadane ne-kolinearne vektore a i b , definiramo vektorski (ili vanjski) umnozak (product):

axb.
To je vektor sljedecih svojstava:
e laxbol=lallbllsingl
. axb je okomit na vektor a ina vektor b.

. Trojka (a, b,ax l;) ¢ini desni sustav (slika 10.2).

57 translacija ... (lat. translatio) 1. prijenos, prenoienje, premjestanje; 2. prijevod, prevodenje (na drugi jezik); 3. prav.
prenosenje, prijenos (nekog prava); 4. fiz. gibanje jednoga tijela kod kojega sve njegove toCke opisuju paralelne,
podjednake, isto usmjerene putove
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Slika 10.2: Trojka a, b, @ x b ¢ini desni sustav

Apsolutna vrijednost vektorskoga umnoska a x b jednaka je povrsini paralelograma §to ga zatvaraju
ta dva vektora. Vektorski umnozak definira se:

dxb=a-bsing-i,, (10.18)

gdje je n jedinicni vektor (zbog naznake da je dobiven umnozak takoder vektor). Vektor dobiven

vektorskim umnoskom 2 ne-kolinearna vektora (o > 0), okomit je na ravninu koju oni tvore i ¢ini desni
sustav.

10.4. 10.4. Funkcijska preslikavanja

10.4.1. 10.4.1. FUNKCIJE

Uvijek kada imamo dva ne-prazna skupa 4 i B, medu kojima je uspostavljena takva veza da se

svakomu x € 4 pridruzuje po jedan y € B, kazemo da je zadana funkcija fna 4 s vrijednostima u B, ili
da f'djeluje s 4 u B.

Definicija: Neka su A 1 B dva ne-prazna skupa. Funkcijom na skupu 4 s vrijednostima u skupu B,
nazivamo svaki postupak kojime se na odreden nacin, svakome elementu skupa 4 pridruzuje jedan i
samo jedan element skupa B (slika 10.3).

A B
A

Slika 10.3: Funkcija
Da je f funkcija iz 4 u B, ozna¢avamo ovako:
f:A—>Bili 4B
a ¢itamo: "fje funkcijaiz 4 u B".
Definicija funkcije ukljucuje, uredenu trojku:
1. Ulazni skup 4 koji se zove i domena ili podrucje definicije funkcije f.
2. lIzlazni skup B, koji se zove 1 kodomena ili podrucje vrijednosti funkcije f.

3. Postupak f (radnja, propis) kojime se svakome elementu x iz 4 pridruzuje jedinstven element
y=f(x)1z B.

Ako se elementu x, x € 4, propisom f, pridruzuje element y, y € B, piSemo:
x>y ili f(x)=y ili (x, f(x)).

10.4.2. 10.4.2. INVERZNA FUNKCIJA

Neka su A i B ne-prazni skupovi, a f bijekcija od 4 na B. Funkciju /' koja preslikava B u 4, za koju
vrijedi /() = x onda i samo onda ako je f{x) =y, tj. koja svakom y € B pridruzuje onaj element x = A
koji se funkcijom fpreslikava u y, zovemo inverzna funkcija funkcije f(slika 10.4).
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Slika 10.4: Inverzna funkcija
Za kompoziciju funkcija /™ i fvrijedi:
[ef=iy, fof ™ =iy
gdje je iy jedini¢ni element (identity) na skupu A4, a iz jedinicni je element na skupu B (znak o oznacuje
kompoziciju dviju funkcija).

Napomena: Funkcija ig zove se identiteta ili jedinicni preslik na skupu realnih brojeva ‘R ako je:
ir: R — R, ig(r)=rzasvakir € R.
10.4.3. 10.4.3. INJEKCIJSKA FUNKCIJA ILI INJEKCIJA

Neka su 4 i B skupovi, a f'funkcija iz 4 u B. Ako je propis pridruzivanja f izmedu elemenata skupa 4 i
skupa B takav, da razli¢itim elementima skupa A pridruzuje razli¢ite elemente skupa B, funkcija f zove
se injekcijska funkcija ili injekcija, dakle iz x # x' = f{x) # fix'). Uocite da kodomena moze (ali ne
mora) sadrzavati nepridruzene elemente (slika 10.5).

A B

Slika 10.5: Injekcijska funkcija
Napomena. Znak = ¢itamo: slijedi ili povlaCi (implicira).
10.4.4. 10.4.4. SURJEKCIJSKA FUNKCIJA ILI SURJEKCIJA

Neka su A4 1 B skupovi, a f funkcija iz 4 u B. Ako je propis pridruZivanja f takav da za svaki element y
iz skupa B postoji element x iz skupa 4 takav da bude f{x) = y, funkcija f zove se surjekcijska funkcija
ili surjekcija (slika 10.6).

A

Slika 10.6: Surjekcijska funkcija

Svojstvo ovoga preslika je, da su svi elementi kodomene "prekriveni", $to znaci da u kodomeni nema
nepridruzenih elemenata. Medutim dva ili viSe elemenata domene mogu se pridruziti istome elementu
kodomene.

10.4.5. 10.4.5. BIJEKCIJSKA FUNKCIJA ILI BIUJEKCIJA

Neka su 4 1 B skupovi, a f funkcija iz 4 u B. Ako je propis pridruzivanja f izmedu elemenata skupa 4 1
skupa B takav da razlicitim elementima skupa A pridruzuje razlicite elemente skupa B (preslik jedan
na jedan), a nema nepridruzenih elemenata, funkcija f zove se bijekcijska funkcija ili bijekcija (slika
10.7).
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Slika 10.7: Bijekcijska funkcija

Krace se kaze: funkcija f;: A — B naziva se bijekcijska funkcija ili bijekcija ako su ispunjena ova dva
uvjeta:

1.  fjeinjekcija,
2. fjesurjekcija.

Primjer: Funkcija fi 8o — ¥ definirana kao: y = fix) = x + 1 je bijekcija, jer svakome elementu iz
domene pripada samo jedan element iz kodomene, a razliCitim elementima domene pripadaju razliciti

elementi kodomene. Uz to, svaki element iz kodomene "preslik" je samo jednoga elementa iz domene
(slika 10.8).

2 3 4 5 6

ARARRRN,

1 2 3 4 5 6 7

Slika 10.8: Preslik elemenata medu domenama
10.5.  10.5. Protufazni i okomiti signali

Dva protu-fazna signala, zrcalne su slike jedan drugome. Jedan signal negativan je u odnosu na drugi,

ili su signali razmaknuti za 180°. Sinusni protufazni signali na slici 10.9, predstavljeni su: analiticki,
valnim oblicima i vektorski.

Analiticki prikaz Prikaz valnim oblicima Vektorski prikaz
In A por
s1(f) = sin wot
EAVARVARVAY e d=20E
= cos o | %
saf) = cos oo 5y (7 yy(0) ? g vi(0)
o=@, | z | !
0 2T ¢
0<t<T

Slika 10.9: Primjer skupa protufaznih signala
Slika 10.10 prikazuje skup okomitih signala koji se sastoje od impulsnih valnih oblika.

Analiticki prikaz Prikaz valnim oblikom Vektorski prikaz
s1(2)
t
510 =p(0) . “’2(_) - J3E
0 72 T ¢ VE {5, 4
T 55(7) S
s2(f) = p(f - —j 2
2 ! \/E \Vl(t)
0<t<T 0 12 T ¢ S

Slika 10.10: Primjer skupa binarnih okomitih signala.

Za binarne okomite signale opisane jednadzbama na slici 10.10, p(?) je impuls trajanja t = 7/2, a T je
trajanje (ponavljanja) simbola. Drugi skup okomitih valnih oblika Cesto se koristi u komunikacijskim
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sustavima gdje se koriste sin x i cos x. Opcenito, skup signala jednakih energija si(¢), gdje je i = 1, 2,
..., M, predstavlja okomit (normaliziran na 1) skup onda i samo onda ako je

IT (®)s ;(t)dt : al=] (10.19)
z..=—1|S.: S . = .
b/ Eol J 0 zai+# j

gdje se z;; naziva koeficijent krizne korelacije, a E je energija signala, izraZena kao

E=[s}(t)dt (10.20)

Valni oblici prikazani na slici 10.10 pokazuju da se s1(¢) 1 s2(¢) ne mogu mijeSati jedan s drugim, jer su
pomaknuti u vremenu. Vektorski prikaz pokazuje okomit odnos izmedu pravokutnih signala. Unutarnji
- skalarni (ili umnozak tockom) dvaju razlicitih vektora u okomitome skupu, jednak je nuli. U dvo- ili
tro-dimenzijskome Kartezijevome koordinacijskome prostoru, geometrijski mozemo opisati vektore
signala, kao medusobno okomite. MoZemo re¢i da jedan vektor ima nultu projekciju na drugi, ili da
jedan signal ne moze ometati drugoga, jer oni ne dijele isti prostor signala.

10.5.1. 10.5.1. EUKLIDOVA | HAMMINGOVA UDALJENOST

Hammingovu udaljenost ve¢ smo upoznali ali ona nije jedina mjera medusobne razmaknutosti binarnih
vektora. Druga koriStena mjera je Euklidova udaljenost. Definirat ¢emo je i objasniti s nekoliko
jednostavnih prikaza.

Udaljenost izmedu bilo kojih dviju tocaka u Kartezijevome koordinacijskom sustavu zove se
Euklidova udaljenost. Za tocku p; €ije su koordinate (x;, y;) 1 tocku p, €ije su koordinate (xz, »2),
Euklidova udaljenost racuna se formulom za pravokutan trokut:

d=J(x =%, + (- »)’ (10.21)

Ova udaljenost najkraca je udaljenost izmedu dviju tocaka. Za signale, definirat ¢emo tu udaljenost u
10" ravnini (vidi sliku 10.11).

1100 1000 | 0000 0100

5 | | A

1110 1010 | 0010 0110 2
i S ”
111 1011 | 0011 o111
s

13

<«

Slika 10.11: I-Q ravnina

10.5.2. 10.5.2. KONCEPT | | Q KANALA

Definirajmo signal kao vektor. Dva kanonska'*’ na¢ina predstavljanja takvoga signala su, prikaz
signala: u pravokutnome i u polarnome obliku. Polarne koordinate opisuju signal fazom (kutom) i
njegovom pravokutnom projekcijom, kao §to su s1; 1512 na slici 10.12.

1% Projekcije signala u fazi (In-phase) i kvadraturi (Quadrature).
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P,(0) (2
Spy |- X S115 S21
0=40,4°
S I11 ¢,(2) ¢,(2)
(a) I-Q projekcije (b) Polarni oblik

Slika 10.12: Vektor signala nacrtan u prostoru signala

Osi x i y na slici 10.12.a nazivaju projekcije signala u fazi (In-phase) 1 kvadraturi (Quadrature).
Velic¢ina s;; je I-projekcija, a si» je O-projekcija signala. Slika 10.12.b prikazuje isti signal u
polarnome obliku i njegovu duzinu jednaku amplitudi signala i kutu jednakome njegovoj fazi.

Koeficijent s;; predstavlja amplitudu / signala, a s;, predstavlja amplitudu Q signala. Ove amplitude
kada se nacrtaju na x odnosno y osi, prikazuju vektor signala. Kut vektora signala s x-osi tvori fazu
toga signala.

Amplituda signala:

S=\I*+0? (10.22)

Faza signala:

(¢ = arc tgé (10.23)

Promatramo konstelaciju 8-PSK signala. Radijus je jednak 1 i predstavlja najvec¢u amplitudu. Svaka
tocka konstelacije, odredena je sjedinjenjem amplitude 1 faze. Razmak izmedu tih toaka moze se
mjeriti na prethodno opisan nacin. Navedene udaljenosti su kvadrirane i1 nazivaju se kvadrirana
Euklidova udaljenost SED (Squared Euclidean Distance). Najmanja od tih udaljenosti zove se
minimalna kvadrirana Euklidova udaljenost MSED (Minimum Squared Euclidean Distance), oznacena
kao dmin za odredenu konstelaciju (slika 10.13).

N 5
Q.______ZLO_____‘;.\yj \
‘ . 5N \9
20T N_--" B, B
¥ Q52 ol - Yol
Vi = N (-] e - Q ?5\ : \
= 2. % e NN b
?,v"' M S N _- 3 = \ i
/ 5 \® e — ML 0707 1
- 0,293 0,707 7 0 293‘-‘
0,203 0707 T 0,707 10,293 4 ;
//
o ,/ - . ya
- L > =/‘
N P S 7
— T T . 'w o

Slika 10.13: PSK konstelacija i kvadrirane Euklidove udaljenosti izmedu simbola

9 kanonski ... (lat. canonicus, gré. kanon) koji odgovara crkvenim propisima (kanonima), koji je u skladu s crkvenim
propisima ili autoritetom, propisan, vjerodostojan (knjige, spisi); crkveni, papinski; pren. koji sluzi kao uzor, uzoran,

ugledan
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10.5.3. 10.5.3. RAZMACI IZMEDU NIZOVA

Spoznali smo da binarni brojevi imaju koncept udaljenosti. Uzmimo dva binarna broja, mlll 1
011. Razmak izmedu njih je broj mjesta u kojima se te dvije brojke razlikuju i taj broj je 4. Ova
udaljenost zove se Hammingova udaljenost 1 jednaka je kao i predstavljanje Euklidovoga koncepta
udaljenosti. Razlikujemo ove dvije vrste udaljenosti, jedna pripada analognome svijetu realnih brojeva
(Euklidova), a druga binarnome svijetu (Hammingova).

Takoder mozemo govoriti o Euklidovoj udaljenosti izmedu nizova usporedujuci udaljenosti izmedu
odgovarajuc¢ih tocaka nizova. Za primjer uzmimo 8-PSK signal koji se sastoji od niza binarnih
simbola. U ovome signalu razlikuju se sljede¢e udaljenosti: s¢ s4 53 $2 51 So. Iskazano bitovima,
mozemo ih preslikati kao: [000], [100], [011], [010], [001], [000] (skupine po 3 znamenke
predstavljaju stanja).

K N Y
O
L PTMN)
\

¥6[110]
Slika 10.14: Euklidova i Hammingova udaljenost niza

Euklidova udaljenost za ovaj niz, udaljenost je izmedu referentnoga niza "sve 0" i svakoga znaka u
ovome nizu. Ako je to niz [000], onda je zbroj kvadriranih Euklidovih udaljenosti SED (Sum of the
Squared Euclidean Distances), udaljenost izmedu simbola sy 1 svakoga od tih simbola

so prema s; = 0.586 (= 1 — 0,705 = 0,295 = (0,705)* + (0,295)* = 0.497 + 0,087 = 0,586)

So prema s, = 2.0,

So prema s3 = 3.414

So prema s4 = 4

\2/2 =1,41/2 = 0,705 = (0,705)* + (0,705)* = 1> = 1

Zbroj kvadriranih Euklidovih udaljenosti SSED (Sum of the Squared Euclidean Distances) (oznacava
se kao d7,,) svih nizova, jednaka je d7,,, = 0,586 + 2,0 + 3,414 + 4,0 = 10,0.

Ova kumulacijska udaljenost opisuje koliko lako (ili teSko) moZemo zabunom zamijeniti jedan niz
drugim nizom. Za referentan niz, mogli smo koristiti bilo koji drugi niz osim niza "sve 0", a rezultati,
bili bi isti. Medutim zgodno je 1 uobic¢ajeno koristiti niz "sve 0".

10.6. 10.6. Vrste provjera zalihosti
10.6.1. 10.6.1. NACINI PROVJERE ZALIHOSTI

10.6.1.1. 10.6.1.1. Otkrivanje pogreSaka

Spomenuli smo na pocetku skripte da je osiguranje cjelovitosti podataka bila jedna od klju¢nih
odgovornosti za okruzenje u kojima rade podatkovne komunikacije. To ne znaci da su podaci tocni.
Umyjesto toga, to znac¢i da smo na neki na¢in jamcili, uz iznimno visok stupanj vjerojatnosti, da je
informacija primljena u istome obliku kao Sto se poslala.

Tocnije, zahtijevaju se dvije zadace: otkrivanje, ako se pojave pogreske pri prijenosu te ponavljanje
slanja u slucaju otkrivene pogreske. Protokol je odgovoran aktivirati i upravljati ponovnim
odasiljanjem. Ovdje ¢emo opisati neke pristupe koji su se razvili prvenstveno za otkrivanje pogreSaka.

Svi skupovi kodova koji se koriste u komunikaciji podacima, oblikovani su za koriStenje svih svojih
bitova da bi predstavili znakove (slova, brojeva i1 druge posebne znakove). Posljedica ove ¢injenice je
da svaki primljen bajt u takvome kodu, predstavlja (prema definiciji) valjan kod. Kako moZemo otkriti
je li primljen kod jednak kodu koji se poslao?

RjeSenje je da se uz primarne podatke nekako poSalju dodatne informacije, neki podaci o podacima
(ponekad nazvani meta podaci). Svi pristupi provjeri pogreSaka ovise o slanju tih dodatnih podataka,
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osim izvornih podataka pridruzenih samoj aplikaciji. Dodatni podaci koji se stvaraju tijekom procesa
komunikacije, koriste se za provjeru podataka u pozadini kada se prime, a zatim se odbacuju prije no
Sto informacija dode do svoga kona¢noga odredista.

S ciljem povecanja pouzdanosti, glavne metode Sto se koriste za otkrivanje pogresaka komunikacijskih
podataka, ukljucuju bit pariteta, odnosno:

o okomitu provjeru zalihosti VRC (vertical redundancy checking),
o uzduznu provjeru zalihosti LRC (Longitudinal redundancy checking) i
o ciklicku provjeru zalihosti CRC Cyclic redundancy checking).

Pretpostavimo elektronic¢ki prijenos novca. Ako se koristi nepouzdana mreza, a ne primijene se
odgovaraju¢e metode otkrivanja pogresaka, promjena jedne znamenke ili npr., umetanje decimalne
tocke umjesto zareza, moze rezultirati znac¢ajnom novcanom pogreskom.

Sansa da se zaradi novac na ovakav nadin nije velika, obzirom da je promjena decimalne tocke u
rasponu do 0 do 126 (ili 254) moguénosti. Vjerojatnost otkrivanja pogreske okomitom provjerom,
koriste¢i paritetne bitove je oko 65%, jer promjena nekoliko pogreSnih bitova, u jednome trenutku
promijeni cijeli znak. Bolji nacin, je uzduzna provjera zalihosti. Ona otkriva oko 85% pogresaka.

Metoda ciklicke provjere zalihosti pove¢ava moguénost otkrivanja i ispravak takve pogreske na
99.99995%.

Budu¢i da mreZe koje se koriste za slanje nov€anih iznosa, uglavnom koriste CRC tehnike, mala je
nada da se netko moze obogatiti zbog ovakvih pogresaka. Detaljnije ispitajmo ove metode.

10.6.1.2. 10.6.1.2. Bit pariteta/okomita provjera zalihosti (VRC)

Otkrivanje pogreSaka paritetnim bitom, jednostavno dodaje jedan "kontrolni" bit svakome poslanome
znaku (ili bajtu). Bilo da je bit pariteta postavljen na 0 ili 1 (jedine dvije mogucnosti) racuna ga
odasiljacki digitalni uredaj, a provjerava ga prijemnik u medusobnome suglasju. Ako se izracuni
podudaraju, pridruzen znak smatra se ispravnim, inace, otkriva se pogreska.

To je mnogo jednostavnije nego Sto zvuci. Obicno se koriste dva pristupa: paran i neparan paritet
Postoje 1 drugi oblici pariteta, kao $to je paritet znaka ili praznine ali nema razlike pri koriStenju. Jedini
uvjet je da prijemnik i odaSiljac koriste isti pristup. Za ilustraciju parnoga pariteta, razmotrimo ASCII
niz bitova koji predstavlja malo slovo a: [1100001]. Zato S$to koristimo samo paritet, trazimo da
ukupan broj jedinica u nizu bitova koji se Salju prijemniku kao npr. slovo a, ukljuci i osmi kontrolni
bit, da bi ukupno imali paran broj jedinica. Njihov poloZaj u temeljnome bajtu nevazan je. Ako
zbrojimo broj jedinica u uzorku od 7 bitova, imamo ih 3, dakle neparan broj.

Stoga postavljamo bit pariteta na 1, Sto rezultira vektorom [1 100001], a to je uzorak od 8 bitova s
parnim brojem (tj. Cetiri) jedinice. Paritetan bit Salje se zadnji. U naSim prikazima, oni bitovi sasvim
desno, Salju se prvi, tako da se bit pariteta dodaje lijevo. Slika 10.15 prikazuje ASCII prikaz rijeci
"Hallo", zajedno s parnim paritetnim bitovima.

077 eh

>
Data RN
Hello, Flow 1 1 1 1 0
11 1 0 1
00 0 00
i1 1 10
11 1 1 1
0 0 0 0 0 |MSB PARITY
? s A
— A 000100102 & I @000 0 l—(—
1[? p L &

Helio,

Slika 10.15: Provjera okomite zalihosti pokazuje tok podataka. Bit pariteta dodaje se nakon sto se
generira svaki znak.
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Kao sto se moze vidjeti na slici, bajtovi su prikazani kao okomiti skupovi brojeva, uz okomitu provjeru
zalihosti. Ako znamenke okrenemo okomito, zalihosni bit dodamo okomito (dolje) da bi se provjerila
ispravnost prikazanoga bajta. Naravno da je okomito usmjerenje proizvoljno. Medutim, ako se prikaze
uzduzna provjera zalihosti, vidjet ¢e se da postoji razlog za ovakav prikaz.

Nakon S$to su se detaljno opisali paritetni bitovi, od njih imamo ograni¢ene koristi u komunikaciji
podataka. Provjera parnosti obuhvatit ¢e 100% pogreSaka, gdje je broj neispravnih bitova neparan, a
niti jednu od pogresaka, gdje je broj neispravnih bitova paran. Drugim rije¢ima, ako se pojavi pogreska
(1 komunikacijske pogreske rijetko utjecu samo na jedan bit), postoji samo oko 65% Sanse da ¢e ga
provjera pariteta otkriti. Vjerojatnost je veca od 50%, jer vise ima pogreSaka od jednoga bita, nego bilo
koje vrsta viSestrukih pogreSaka bajtova, neovisno je li broj visestrukih pogreSaka paran ili neparan.

Provjera pariteta koristi se opsezno unutar racunala. To ima smisla, jer je sasvim moguce da ¢e se
pojaviti pogreske, jedna po jedna (ako se uopce pojave). Provjera pariteta dobro radi u ovakvome
okruzenju. Takoder, neke mreze i dalje koriste komunikacijski program za provjeru pariteta. Ali za
prijenos datoteka, koriste se slozeniji protokoli.

10.6.1.3. 10.6.1.3. Uzduzna provjera zalihosti (LRC)

Koncept LRC slijedi izravno iz VRC, daljnjim razvojem VRC. Ovaj primjer koristi bajtove od 8
bitova, a ne od 7 bitova. Ali LRC provjere trebaju istovremeno raditi na skupini bajtova, a ne na
jednome bajtu. Za ovaj primjer, zapravo nije bitno $to bitovi predstavljaju. Stvorimo niz od osam
bajtova, svaki od 8 bitova. Kao $to ¢e se vidjeti, iako obrasci bitova nisu vazni za primjer, zaista se
koristi brojni bajtovi (vidi tablicu 10.1). Ako koristimo samo VRC kao §to se opisalo (neparan paritet),
proizveden uzorak prikazuje tablica 10.2.

Tablica 10.1: Postavke za okomitu provjeru Tablica 10.2: Kontrolni bit umetne se u VRC (8 x
pariteta (8 x 8) (paran paritet)'*’ 8) (neparan paritet)
17/0(1]0]|1]0|1]0 17/0(1]0|1|/0[1]0
0|0|1]0|0]|0|1]0 0|0(1]0|0|O0|1]0
1T(1(1]0]1]1|1]0 1(1(1]0|1[1[1]0
17/0(1]0|0]|0|1]0 17/0(1]0]0|0|1]0
O|1(1/0|0|1|1]0 0O|1(1]0|0|1[1]0
1T(1(1]0]1]1|1]0 1(1]1]0]1[1[1]0
o(1|{1j0(0|1(1|0 O(1|1({0(0|1[|1|0
0O(0|1{0(1]|]0[1]|0 1711101 [0|1]0|1

Naravno, nije prihvatljivo to §to VRC otkriva samo oko 65% pogreSaka. Ali Sto ako se primijeni
neparna paritetna provjera bajtova zajedno s okomitom? U tome slucaju, generirat ¢e se u potpunosti
ispunjena Tablica 10.3.

Tablica 10.3: Umecu se okomite i uzduzne provjere (8 x 9)

neparan paritet vodoravno - HRC

RN IS ) [P\ QUK ) S ) QUL )
Alalalalalal—a

=D O=O|== O]
AlAalAala|lO|Oo
=000 (0O|OC|O|O
OO OO0~ |0~
AlAalala|lO|Oo
=[O0 |0O(0|0 |00
OO

0 0

neparan paritet okomito - VRC neparan paritet uzduzno - LRC

Dodavanjem i vodoravne i okomite provjere zajedno, naziva se uzduzna provjera zalihosti LRC
(longitudinal redundancy checking). Ona povecava izglede za otkrivanje pogresaka na oko 85%. Nije
loSe, iako npr. ne bi zeljeli povjeriti prijenos nasega novca takvome prijenosu. No, tu je jo$ jedan
nedostatak LRC. Koriste¢i bajtove od 8 bitova za svakih od osam podatkovnih bajtova, treba prenositi
dodatna dva LRC bajta. Zbog provjere doslo je do 20% dodanoga preteka (2 LRC bajta u odnosu na
ukupno 10 bajtova koji se prenose), ne racunaju¢i nikakvo narusavanje svojstava zbog vremena

10" Nolite iacere margaritas ante porcos"... (Dr. C. B., 2010.)
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potrebnoga za izraCun bajtova provjere. Ovo nije ucinkovit mehanizam za provjeru pogreSaka. U
stvari, nema smisla provjera pogresaka samo jednoga od nekoliko izvora za dodatan prijenos.

LRC ima jednu prednost u odnosu na pristup provjere ciklicke zalihosti CRC (cyclic redundancy
checking), §to znaci da je za izracun LRC bajtova potrebno daleko manje racunalnih resursa nego za
izraCun CRC (osim ako se CRC ne provodi sklopovski). U stvari, sve do dostupnosti posljednjih
generacija racunala sa svojim neizmjerno snaznijim CPU, CRC provjera za asinkrone komunikacije
podataka u PC okruzenju nije bila prakti¢na zbog njezine racunalski zahtjevne naravi. Sada, medutim,
ona se koristi rutinski.

10.6.1.4. 10.6.1.4. Ciklicka provjera zalihosti (CRC)

lako prakticki niti jedan algoritam provjere pogreSaka ne jamci otkrivanje svakoga mogucega uzorka
pogreske, CRC provjera tome je najbliza. Dodatna objaSnjenja i primjeri kako CRC radi, zahtijevaju
binarnu diobu polinoma opisanu u poglavlju 9.1. Umjesto toga, opisat ¢e se neka od kljuc¢nih svojstava
ove metode te ¢e se pokazati kako se ona koristi.

Poput prethodno opisanih pristupa otkrivanju pogresaka, CRC se oslanja na brz izracun (on-the-fly-
calculation) dodatnoga uzorka bita poznatoga kao niz provjere okvira FCS (frame check sequence)
koji se Salje odmah nakon izvornoga informacijskoga bloka bitova. Oblikovatelj programa ili sklopa,
unaprijed izabere duljinu FCS na temelju toga kolika se razina povjerenja zahtijeva u moguénosti
otkrivanja pogreske odredenoga prijenosa. Svaki prasak pogresaka ili slu¢ajna pogreSna skupina
bitova zbog problema u prijenosu, mora imati duljinu manju od projektirane FCS da bi se otkrila.
Cesto koristene FCS duljine su 12, 16 i 32 bita. O¢ito, $to je veci broj znamenaka FCS, otkrit ée se vise
pogresaka.

FCS se racuna tako da se prvo uzme izvorni uzorak bitova bloka podataka (smatra ga se kao jedan
ogroman binaran broj) i na njegov zavrSetak (iza bitova najnize tezinske razine) dodaju se neke
dodatne binarne nule. Toc¢an broj dodanih nula isti je kao 1 broj bitova u zeljenome FCS (umnosku).
Jednom izracunat FCS, prekrit ¢e ove nule. Zatim, dobiven binarni broj, ukljucujuéi i dodane
znamenke, podijelimo posebnim, prethodno odabranim djeliteljem [Cesto poznat iz opisa algoritma kao
G(x)].

Djelitelj G(x) ima sljedeca svojstva:
o Uvijek je za jedan bit duzi od Zeljenoga FCS.
o Njegovi prvi 1 posljedn;ji bitovi su uvijek 1 (LFSR).

o Izabire se da bude "relativno prost broj" prema FCS, to jest, G(x) podijeljen s FCS uvijek
¢e dati ne-nulti ostatak. U praksi, to znaci da je G(x) normalan prost polinom.

o Dijeljenje koristi binarnu diobu, §to je puno brZi i jednostavniji postupak od dekadskoga
dijeljenja. Ostatak diobe (u stanjima LFSR) postaje Zeljeni FCS.

Posebne primjene CRC Kkoristiti posebne djelitelje. Tako protokol provjere pogresaka CRC-32 u
jednome sustavu treba suradivati s CRC-32 protokol u drugome sustavu. Protokol CRC-CCITT (koji
koristi uzorak od 17 bitova, stvaraju¢i FCS od 16 bitova) isto tako trebao bi komunicirati s CRC-
CCITT primjenom. Izbor odredenoga G(x) moze se ugoditi prema vrstama najvjerojatnijih pogreSaka
koje se pojavljuju u odredenome okruzenju. Osim ako se ne planira inzZenjering novoga protokola, ne
moramo se brinuti o postupku izbora. To je ve¢ ucinio oblikovatelj sklopovlja i/ili komunikacijskoga
programa.

CRC se obicno koristi u blokovima ili okvirima podataka, a ne na pojedinac¢ne bajtu. Ovisno o
protokolu koji se koristi, blokovi mogu imati veli¢inu od nekoliko tisu¢a bajtova. Dakle, u smislu
provjere informacijskih bitova na pogreske, potrebne za odreden broj bajtova podataka, CRC zahtijeva
daleko manje suviSnoga prijenosa. Npr. CRC-32 Salje 4 rije¢i od 8 bitova zaduZene za provjeru
pogresaka bitova i njima se provjerava tisu¢e podatkovnih bajtova, a ne samo pojedini bajt. Slika 10.16
prikazuje postupak stvaranja CRC.
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izvoran blok bitova (FCS duzina) "0"

I I dijeli se

"P" (FCS duZina +1)

{} kao ostatak dobije se
FCS uzorak j kraj okvira
12, 16ili 32 bita popunjava se "0"

U U

izvoran blok bitova "0" (FCS duZina)

Slika 10.16: Stvaranje CRC ciklusa.

Binarna dioba vrlo je ucinkovita, ali ako se obavlja na svakome bloku koji se prenosi, znacajno
usporava prijenos. Sre¢om, za procesore razvijene posljednjih godina, to je izazov. Takoder, za razliku
od vecine drugih provjera ispravke pogresaka digitalnih podataka, prijemni uredaj ili program ne mora
preracunati FCS da bi se provjerile pogreske. Umjesto toga, izvorni podaci plus FCS, nanizani su
zajedno oblikujuéi duZzi uzorak. Zatim se taj uzorak dijeli istim G(x) koji se koristio kao djelitel;
tijekom procesa stvaranja FCS. Ako nema ostatka pri ovoj zadnjoj diobi, onda CRC algoritam
pretpostavlja da pogreSke ne postoje.

|A pogreske u mrezama zaista ni ne postoje u 99.99995% slucajeva (ili vreména)!|
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